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0 Einleitung

In dieser Arbeit werden gewisse Resultate der Funktionalanalysis, insbesondere die Theorie
der absolutsummierenden Operatoren und ihre Verwandten auf Riume angewandt, die aus
der harmonischen Analysis stammen. Die Arbeit basiert auf einem Artikel von Kwapieri und
Petczynski [8]. Im ersten Kapitel werden zuerst die grundlegenden Begriffe der Funktional-
analysis bereitgestellt. Anschliessend findet man eine kurze Einfiihrung in die harmonische
Analysis. Wir beschréanken uns auf kompakte abelsche Gruppen. Dabei stehen im Hinblick auf
den Rest der Arbeit insbesondere die translationsinvarianten Operatoren im Vordergrund.
Anschliessend wird die sogenannte Averaging-Technik vorgestellt, die es erlaubt, gewisse
Eigenschaften von translationsinvarianten Operatoren auf allgemeinere Operatoren zu iiber-
tragen. Im 2. Kapitel stehen die zentralen Aussagen. Wir untersuchen translationsinvariante
Operatoren zwischen Funktionenrdumen iiber G von Funktionen, deren Fouriertransformier-
te den Triger in einer vorgegebenen Teilmenge E der dualen Gruppe I' haben. Es zeigt sich,
dass gewisse Eigenschaften von E anderen Eigenschaften von gewissen Operatoren zwischen
diesen Funktionenrdumen entsprechen. Wir zeigen im Einzelnen:

F Sidonmenge < I'"™(Cg(G),L*(Q))
E A(2)-Menge < II'"(Cg(G),L*(Q)) = £™(CE(G), L*(G)
E quasi-Cohenmenge < IIY"(Cg(G), L*(G)) = N{"™(Cp(@G), L*(Q))
E quasi-Marcinkiewiczmenge = TI'"(Cg(G),L*(G)) ‘
E Gordon-Lewis-Menge < IIY"(Cp(G), L*(G)) =

Die verwendeten Begriffe und Bezeichnungen werden im Laufe der Arbeit vorgestellt. Ob fiir
quasi-Marcinkiewiczmengen auch die Umkehrung gilt, ist nicht bekannt.

Diese Resultate konnen nun dazu verwendet werden, um mit Mitteln der Funktionalanalysis,
im Speziellen der Theorie der absolutsummierenden Operatoren, Teilmengen der dualen
Gruppe zu klassifizieren.
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1 Grundlagen

Im ersten Kapitel méchte ich einerseits einige Bezeichnungen festhalten, die in der ganzen
Arbeit gelten sollen. Andererseits befindet sich hier ein Uberblick {iber die Theorie der ab-
solutsummierenden Operatoren und ihren Verwandten und eine kurze Einfiihrung in die
Grundlagen der harmonische Analysis. Den Abschluss bildet die Averaging-Technik.

1.1 Allgemeine Begriffe

Mit R und C wird der Korper der reellen bzw. der komplexen Zahlen bezeichnet. Fiir einen
Banachraum soll ein Unterraum per Definition bereits abgeschlossen sein. Fiir zwei Ba-
nachrdume X und Y bezeichnen wir mit £(X,Y) den Vektorraum der stetigen linearen
Abbildungen von X nach Y, versehen mit der Operatorennorm. Die Elemente werden wir
Homomorphismen nennen. Einen bijektiven Homomorphismus nennen wir Isomorphismus.
Von speziellem Interesse ist der Dualraum X* := £(X,K) eines Banachraumes. Mit (,-)
bezeichnen wir die Dualklammern

X*x X =K, (2", 2) — (z",x) :== z%(x).
Weiter sei kx die Evaluationsabbildung
X — X"z (2% — (2%, 2)).

Diese ist isometrisch, so dass X immer als Unterraum von X** aufgefasst werden kann.
Fiir einen Massraum (2,3, ) definieren wir LP(p) (1 < p < o0) als den Banachraum der
Aquivalenzklassen von p-fast iiberall gleichen C-wertigen Abbildungen auf Q, fiir die

/ FPdu < oo,
Q

1l o= ( /G FPdp)r.

versehen mit der Norm

Eine Abbildung f : @ — X in einen Banachraum X heisst einfach, wenn f = > | 21,
geschrieben werden kann, wobei x; € X und E; € X liegen. Weiter heisst f p-messbar, wenn
eine Folge von einfachen Funktionen existiert, so dass lim,, || f — fn||x = 0 p-fast iiberall. Man
nennt f schwach p-messbar, falls (x*, f(-)) fiir jedes 2* € X™* p-messbar ist. Eine u-messbare
Abbildung f heisst integrierbar, wenn

/ 1 lldu < oo.
Q

Fiir diese Funktionen ist dann das Bochner-Integral definiert, das wir mit

/Q fdy
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bezeichnen. Fiir die Einzelheiten und Eigenschaften dieses Integrals verweise ich auf |3] Ka-
pitel II.

Sei K ein separierter kompakter topologischer Raum. Dann bezeichnet C(K) den Banach-
raum der stetigen K-wertigen Abbildungen, versehen mit der Norm

[flloc = sup | f(z)].
zeK
Fiir eine Abbildung f € C(K) ist der Triger als

supp(f) := {z € K : f(z) # 0}

definiert.

1.2 Eigenschaften von Banachrdumen

Auf Banachrdumen benétigen wir neben der Normtopologie noch weitere Topologien. Es
handelt sich hierbei einerseits um die schwache Topologie (X, X*) auf X, die grobste Topo-
logie, die alle * € X* stetig macht, andererseits um die schwach-* Topologie o(X*, X) auf
X*, die grobste Topologie, die alle x € X, aufgefasst als Elemente von X™*, stetig macht.

Ein Banachraum X heisst £, \-Raum (1 < p < oo, A > 1), falls jeder endlichdimensionale
Teilraum E von X in einem endlichdimensionalen Teilraum F' von X enthalten ist, fiir den
ein Isomorphismus v : F — (9™ mit [lo] [[o™] < X existiert. X ist ein £,-Raum, wenn
ein A > 1 existiert, so dass X ein £, y-Raum ist.

Typ und Cotyp eines Raumes

Mit 7, bezeichnen wir die Rademacherfunktionen. Ein Banachraum X hat Typ p, falls eine
Konstante 8 > 0 existiert, so dass fiir jede Wahl von endlich vielen Vektoren z1,...,z, aus

X die Ungleichung
1 n n
(/0 1>~ re(zalPde)'? < 63 llilP)'/”
k=1 k=1

erfiillt ist. Falls X Typ p hat, bezeichnen wir die kleinstmdogliche Konstante 6 mit T,(X);
dies ist die Typ p Konstante von X.

Weiter hat der Banachraum X Cotyp g, falls eine Konstante k£ > 0 existiert, so dass fiir
jede Wahl von endlich vielen Vektoren i ...z, die Ungleichung

n 1 n
(> a9y < / IS ()22
k=1 k=1

erfiillt ist. Die kleinste der Konstanten k bezeichnen wir mit C,(X); sie heisst Cotyp ¢
Konstante von X. Ein £, \-Raum hat Typ min{p, 2} und Cotyp max{2,p}, und das ist
bestmoglich.
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1.3 Eigenschaften von Operatoren

In diesem Teil fiithre ich die Begriffe iiber absolutsummierende und damit verwandte Opera-
toren ein. Die Definitionen und weitere Eigenschaften sind dem Buch [2] entnommen, sofern
ich keine anderen Angaben mache. X,Y und Z sollen in diesemn Abschnitt beliebige Ba-
nachrdume bezeichnen.

Mit F(X,Y) bezeichnen wir den Vektorraum der Operatoren endlichen Ranges. Fiir z* € X*
und y € Y ist die Abbildung 2* ® y : X — Y;z — (a*, z)y definiert.

Die Spur

Sei u € F (X, X) fiir einen Banachraum X. Dann hat u eine Darstellung der Form

N
u:Zx: & Y;
=1

mit y1...yn € X und z7,...x%. Dann wird die Spur von u definiert durch

N

tr(u) == 3ot ui).

=1

Der Wert dieser Summe ist unabhingig von der gewihlten Darstellung von u. Weiter gilt
tr(u) = tr(u*). Sind v € £(X,Y) und w € £(Y, X), wobei v oder w von endlichem Rang ist,
so gilt tr(vw) = tr(wv).

Banachideale

Ein Operatorenideal ist eine Methode, die jedem Paar (X,Y’) von Banachriumen einen
linearen Teilraum A(X,Y") von £(X,Y) zuordnet, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) @y e A(X,Y) fir alle 2* € X*,y €Y,

(ii) Sind Xy und Yy zwei weitere Banachrdume, so ist vvw € A(Xp,Yp) fiir alle u €
E(K }/EJ)?U S A(Xa Y)>w € E(XO)X)

Kann man weiter A(X,Y) fiir beliebige Banachrdume X und Y mit einer Norm « versehen,
so dass

(i) a(z*@y) = [l«*[ |yl

(i) a(uvvw) < |ulja(v)||w] fir alle Banachrdume Xy und Yy und v € £(Y,Yp),v €
AX,Y), w e £(Xo, X),

(iii) [A(X,Y),q] ist ein Banachraum,

dann nennt man [A4, a] ein Banachideal.
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Seien [A, o] und [B, ] zwei Banachideale, wobei fiir alle Banachrdume X und Y die Inklusion
A(X,Y) C B(X,Y) gelte. Dann existiert eine Konstante C, so dass fiir alle Banachriume
X und Y und alle u € A(X,Y) die Ungleichung B(u) < Ca(u) gilt.

Die bekanntesten Beispiele sind das Banachideal [£, || - ||] der stetigen linearen Operatoren,
das Banachideal [IC, || - ||| der kompakten Operatoren, das Banachideal W, || - ||] der schwach
kompakten Operatoren und das Banachideal [V, ||-||] der vollstetigen Operatoren. Wir werden
weitere kennenlernen, bei denen die Norm nicht die Operatorennorm ist.

Duale Ideale

Seien [A, o] ein Banachideal und X und Y Banachrdume. Wir sagen, ein Operator v : X — Y
gehore zu A%(X,Y), wenn u* € A(Y*, X*). Wir definieren dann a®(u) := a(u*).

So wird das Banachideal [A¢, o] erhalten; man nennt es das zu [A4, o] duale Ideal.

Adjungierte Ideale

Seien [A, o] ein beliebiges Banachideal und X und Y Banachriume. Wir sagen, ein Operator
v: X — Y gehore zu A*(X,Y), wenn ein C' > 0 existiert, so dass fiir alle endlichdimen-
sionalen Rdume F und F' und Operatoren w € £(E,X), u € £(Y,F) und t € £(F, E)
gilt

[t tuvw] < Cal®)llull w].

Die kleinste der Konstanten C, die obige Bedingung erfiillt, wird mit a*(v) bezeichnet. Auch
[A*, o] ist ein Banachideal, das zu [A, o] adjungierte Ideal. [A** o] ist das adjungierte
Ideal zu [A*, a*].

Maximale Ideale

Seien [A, o] und [B, (] zwei Banachideale, so schreiben wir
[A, a| C [B, 5],

wenn fiir jede Wahl von Banachriumen X und Y die Beziehungen A(X,Y) C B(X,Y) und
B(u) < a(u) fir alle u € A(X,Y) gelten. Natiirlich bedeutet

[A; o] = [B, ],

dass sowohl [A,a] C [B, ] als auch [B, 3] C [A, ] erfillt sind. Fiir alle Banachideale gilt
[A, a] C [A™, a™]. Ist sogar [A, o] = [A™, o] erfiillt, nennt man [A, ] maximal. Genau
dann ist ein Banachideal [A, o] maximal, wenn es adjungiert zu einem Banachideal ist.
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p-summierende Operatoren

Ein Operator v : X — Y zwischen Banachrdumen heisst p-summierend (0 < p < o0),
falls es ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir jede natiirliche Zahl m und jede Wahl von Vektoren
T1,...Tm € X gilt:

(O lluzil”) /7 < e-sup{(Y_ [(a*, i) [P)/7 : a* € Bx-}.
=1

i=1

Die Menge der p-summierenden Operatoren von X nach Y bezeichnen wir mit IT,(X,Y").
Sei mp(u) die kleinste Konstante, die obige Ungleichung erfiillt. Fiir 1 < p < oo wird so ein
maximales Banachideal [II,,, mp] erhalten. Ist 0 < p < 1, so erhalten wir ein quasi-Banachideal
(vgl. [12]). Anstelle von 1-summierend sagt man auch absolutsummierend.

Weiter heisst der Operator v : X — Y 0-summierend, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so dass fiir jede Wahl von endlich vielen Vektoren z1,...x, € X gilt

1 1
— in{1, [{z*, <d=— in{1, I} <e.
sup -~ Z min{1, [(z*, z)|} - Z min{1, [Juz;||} <e

T*EBx~ k<n k<n

Folgende Aussagen bewies Maurey in [11].

1.3.1 Satz (i) Fiir beliebige Banachrdume X und Y und jedes 0 < r < 1 gilt II(X,Y) =
I,(X,Y).

(ii) Fiir einen £1-Raum X und einen Hilbertraum H gilt I1(X, H) = £(X, H).
Fiir beliebige Banchrdume X und Y und 1 < p < ¢ < oo gilt IL,(X,Y) C I (X,Y’) und
mq(u) < mp(u) Yu € IL,(X,Y).

1.3.2 Satz (Satz von Grothendieck) Ist X ein £1-Raum undY ein £o-Raum, so ist jeder
Operator v : X — Y l-summierend, und mit einer von X und Y unabhéngigen Konstanten
C >0 gilt m(u) < Cl|ul|.

Die kleinste Konstante, die diese Ungleichung fiir alle £1-Rdume X, £o-Riaume Y und alle
u: X — Y erfiillt, heisst Grothendieckkonstante und wird mit kg bezeichnet.

Die folgenden eng verwandten Operatoren stellen sich als Prototypen von p-summierenden
Operatoren heraus (1 < p < 00).

e Die kanonische Abbildung j, : C(K) — LP(u) (K: kompakter Hausdorffraum, u:
regulires Borelmass auf K) ist p-summierend mit 7, (j,) = (u(K))V/?.

e Die formale Inklusion i, : L>®(pn) — LP(p) ((©,%, p): endlicher Massraum) ist p-
summierend mit 7,(i,) = (u())"/7.
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Der prototypische Charakter beruht auf dem folgenden Ergebnis:

1.3.3 Satz (Dominanzatz von Pietsch) Seien 1 < p < oo, u : X — Y ein Operator
und K eine schwach-x kompakte, normierende Teilmenge von Bx~. Genau dann ist u p-
summierend, wenn eine Konstante C' und ein Wahrscheinlichkeitsmass p € (C(K))*
ren, so dass fiir jedes x € X

existie-

Juz|| < C(/ (2", ) Pdpa(x*)) /P
K
gilt. Dann ist my(u) die kleinste Konstante C, fiir die ein solches Mass existiert.

Masse, welche die Ungleichung erfiillen, nennt man Pietschmasse.

Daraus folgt

1.3.4 Satz (Faktorisierungssatz von Pietsch) Seien 1 < p < oo, u: X — Y ein Ope-
rator und K eine schwach-+ kompakte, normierende Teilmenge von Bx«. Genau dann ist
u p-summierend, wenn ein Wahrscheinlichkeitsmass p € (C(K))*, ein abgeschlossener Teil-
raum X, von LP(u) und ein Operator 4 : X, — Y existieren, so dass jyix(X) C X, und
Ujpix(z) = ux fir alle v € X gelten. Bezeichnet j]f( die durch j, induzierte Abbildung
ix(X) — X,, so soll also folgendes Diagramm kommutativ sein:

u

X Y
ix m
X (X) Xp
CK) " L)

Die Aussage gilt auch mit L°°(x) und 4, anstelle von C'(K) und j,. Im Allgemeinen existiert
keine Faktorisierung iiber die volle Abbildung i,. Die Frage, wann dies mdoglich ist, fiihrt zu
den p-integralen Operatoren.

p-integrale Operatoren

Ein Banachraumoperator v : X — Y heisst p-integral (1 < p < 00), falls ein Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, X, ;1) und Operatoren a € £(LP(u), Y™ ) und b € £(X, L>(u)) existieren,
so dass das folgende Diagramm kommutativ wird:

k
X Yy oy
b a

L>(p) . LP(p)
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Mit Z,(X,Y) bezeichnet man die Menge der p-integralen Operatoren von X nach Y. Durch
tp(u) := inf{||all||b]| : a, b erfiillen obige Bedingung} wird eine vollsténdige Norm auf Z,(X,Y’)
definiert. Der Einbezug von ky : Y — Y** garantiert, dass [Z,, t,] maximal wird.

Weiter ist ein Operator u : X — Y genau dann l-integral, wenn dies fiir u* : Y* — X* gilt.
Dann ist ¢3(u) = ¢1(u*).

Wir betrachten nun Operatoren, bei denen p sogar diskret gewahlt werden kann.

p-nukleare Operatoren

Ein Operator u : X — Y heisst p-nuklear, wenn es Operatoren a € £(1,,Y),b € £(X, )
sowie eine Folge (A, )n € [, gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

X —“5v

| [a

l

o0 lp

M,

Hier ist M) : o — 1,, (§n) = (An&n) der von (\,) € I, erzeugte Diagonaloperator. Die Menge
der p-nuklearen Operatoren von X nach Y bezeichnet man mit N,(X,Y"). Durch vp(u) :=
inf{|lall|[Mxlll[o]| : @, b, My erfiillen obige Bedingung} wird auf A,(X,Y") eine vollstindige
Norm definiert. [N, vp] ist ein Banachideal, aber nicht maximal. [N, 1] ist tiberhaupt das
kleinste Banachideal. 1-nukleare Operatoren werden oft kurz nukleare Operatoren genannt.

Offenbar ist ein Operator u € £(X,Y) genau dann nuklear, wenn zf € X* und y; € Y
(i € N) existieren, so dass

oo o
w=>Y af @y md Y_ |}l |yl < oo (1)
i=1 i=1
In diesem Fall ist

vi(uw) = mf (Yl lyill = («})i, (y)s erfiillen (1)}.
=1

L,-faktorisierbare Operatoren

Ein Operator u : X — Y heisst Ly-faktorisierbar (1 < p < o0), wenn es einen Massraum
(2, %, u) und Abbildungen a € £(Ly(p),Y™) und b € £(X, L,(p)) gibt, so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

X — Y

)| Jor

Lp(:u) T) Y
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Die Menge der L,-faktorisierbaren Operatoren bezeichnet man mit I',(X,Y"). Durch vy (u) :=
inf{||al [[6]| : a,b erfiillen obige Bedingung} wird auf I',(X,Y’) eine vollstindige Norm de-
finert. Wieder ist [I'p,7,] ein Banachideal und wegen des Einbezugs von ky : Y — Y**
maximal.

Schatten-von Neumann-Klassen

Seien H und K Hilbertrdume. Dann hat jedes u € K(H, K) eine Darstellung der Form

u = ZTn('7 en)fm

wobei (ey,) eine Orthonormalfolge in H, (fy,) eine Orthonormalfolge in K und (7,,) eine Folge
aus o ist. u gehort zur p-ten Schatten-von Neumann-Klasse S,(H,K) (1 < p < o),
wenn (7,) sogar in [, liegt. Der Wert

o) 1= (3 7)Y

ist unabhangig von der Darstellung, und [S,(H, K), 0p(-)] ist ein Banachraum.

Die Operatoren in Sy(H, K) werden auch Hilbert-Schmidt-Operatoren genannt, S;(H, K)
ist sogeannte die Spurklasse. Wir bendtigen folgende Eigenschaften.

1.3.5 Satz Seien H und K Hilbertrdume und u € £(H, K). Dann gelten:

(i) Genau dann gehort u zu Sy(H, K), wenn eine Orthonormalbasis (e;)icr in H existiert,
so dass Yo |luei||* < co. In diesem Fall ist >, ||ue;||? unabhéingig von der Wahl der
Orthonormalbasis (e;)icr, und es gilt

oa(u) = (Y _ lluei|®)2.

el

(ii) Genau dann ist u € So(H, K), wenn u* € S,(K, H), und dann gilt o2(u*) = o2(u).

Beziehungen zwischen den Operatorenidealen

Ich mochte hier einige Beziehungen zwischen den verschiedenen Operatorenidealen auffiihren,
die im Laufe dieser Arbeit noch gebraucht werden.

1.3.6 Satz Fiir beliebige Banachrdume X und Y und fiir 1 < p < oo gelten:

(i) N,(X,Y) C Z,(X,Y) C I,(X,Y), wobei t,(v) < vp(v) fiir jedes v € N,(X,Y) und
mp(u) < ip(u) fiir jedes u € Z,(X,Y) gilt.

(i) Z,(X,Y) C T, (X,Y) mit yp(u) < tp(u) fiiru € Z,(X,Y).
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(iﬁ) W o Il = Nl.
(iv) Tgolly C N1, und es gilt vy (uv) < ma(u)me(v) fiir jedes u € I, (Y, Z) und v € I1,(X,Y).
(v) Fiir jeden Banachraum X und jeden Hilbertraum H gilt I'y(X, H) C I1,(X, H).

(vi) Hat Y die Radon-Nikodym-Eigenschaft und ist zusitzlich Y in Y** komplementiert,
so gilt T, (X,Y) = N{(X,Y) mit v1(u) = v1(u) fir u € Z;(X,Y). Speziell ist dies der
Fall, wenn Y reflexiv ist oder Y = [;.

(vii) Ist X reflexiv, so gilt N,(X,Y) = Z,,(X,Y) mit vp(u) = 1p(u) fiir alle u € N(X,Y).

(viii) Ist K ein kompakter separierter topologischer Raum , so ist jeder p-summierende
Operator v : C(K) — Y auch p-integral, und es gilt mp(u) = tp(u) fiir jedes u €

IL,(C(K),Y).

(ix) Seien H und K Hilbertrdume und 1 < p < oo. Dann gelten Z,(H, K) = N,(H,K) =
II,(H,K) = S,(H, K) isomorph, fiir p = 2 sogar isometrisch.

(x) Seien H und K Hilbertrdume, dann gelten Z,(H, K) = Ny (H,K) = S§;(H, K) isome-
trisch.

(xi) [FOO77<>O] = [ZOWLOO] = [Hivﬂ'ﬂ’ [Fl,"}/l] = [(H(li)*ﬂ (ﬂ—fl)*} und [F?’Vﬂ = [Hil’ﬂil]'
(xii) [Z;,07] = [Hp~, mp<] fiir 1 < p < oo.
(xiii) [£ ][ 7] = [Z1, 0] und [Z7, 03] = [£, ]| - ]-
Die Eigenschaft (vi) wird im Beweis des folgenden Satzes mehrfach verwendet.

1.3.7 Satz Seien X, Y und Z beliebige Banachrdume und H ein Hilbertraum. Dann gilt

(i) Ein Operator v : X — Y hat genau dann l-summierende Adjungierte u*, wenn vu :
X — [ fiir jeden beschréinkten Operator v :Y — [ 1-nuklear ist. Dann gilt

mi(u*) = sup{vi(vu);v Y — [, ||v| = 1}.
(ii) Ein Operator s : H — Z ist genau dann 1-nuklear, wenn
C(s) :=sup{|trvs|;v € F(Z, H),||v| =1} < cc.

Dann gilt:

(iii) Sei w: H — Y. Existiert eine Konstante C' > 0, so dass
sup{|trowu| :v € F(l, H),||v]| =1L,w:Y — [, ||lw]| =1} < C,

dann gilt v € TI¢(H,Y) mit n(u) < C.
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Beweis (i) Wegen 1.3.6(vi), fallen die 1-nuklearen und 1-integralen Operatoren von X nach
I, zusammen. Wegen der Maximalitidt von [Zi,¢1] ist uv genau dann fiir alle v : ¥ — [
integral, wenn
D(u) := sup 11 (vu) < oo.
ve (Y 1),||v]|=1,neN

Es ist einfach zu sehen, dass

sup t1(vu) = D(u).
vEL(Y 1), [lv]=1

Sei zuerst u € TI$(X,Y) und v € £(Y, II'). Setze w := v*. Dann ist (vu)* = u*w l-integral,
und es gilt mit 1.3.6(viii)

u(vu) = v (v w) <m(u”)|wl] = m(w) o]
Durch Ubergang zum Supremum erhalten wir die Abschitzung

D(u) < mp(u”).

Wir zeigen nun die Umkehrung. Wéhle dazu ein w € £(I2,Y). Setze v := w*|y. Dann ist
w = v*. Nach Voraussetzung gilt

v (vu) < D(u)|v]-

Es folgt
n(utw) = 0 ((vu)*) = n(vu) < D)ol

Mit [2] 2.7 folgt, dass u* 1-summierend ist und dass
mi(u”) < D(u)
gilt.
(ii) Sei zuerst s =7,(H, Z). Fiir jeden Operator v € F(Z, H) mit [jv]| =1 gilt
|tr(vs)| < u1(vs) = vi(vs) < vi(s) < oo.

Also folgt
C(s) < wi(s).

Fiir die Umkehrung beachten wir 1.3.6(vii) und [£*,] - ||*] = [Z1,u]. Seien E und F' end-
lichdimensionale Raume, u € £(Y, F), t € £(F,E), w € £(F,X). Dann gilt geméss den
Voraussetzungen

| tr(tusw)| = [tr(wtus)| < C(s)|wtul| < C(s)l[w]] |[¢] [|ul]

Damit ist s 1-integral mit ¢1(s) < C(s).
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(iii) Wendet man (ii) auf Z = [, und s := wu fiir ein beliebiges w : Y — [} mit ||w| =1 an,
so erhilt man, dass wu 1-nuklear ist und dass

vi(wu) <C
gilt. Setzt man in (i) X = H so, ergibt dies, dass «* 1-summierend ist mit

m(u*) < C.

1.4 Harmonische Analysis

Im folgenden stelle ich die wichtigsten Resultate aus der harmonischen Analysis vor. Die
Resultate kann man z.B. bei Lutz[10], Hewitt/Ross [5],[6] und Folland [4] nachschlagen.

Topologische Gruppen und Haarmasse

Sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, soll G stets eine abelsche kompakte
(Hausdorffsche) topologische Gruppe sein. Deren Gruppenverkniipfung schreiben wir additiv.
Mit B(G) bezeichnen wir die Borelalgebra auf G und mit M (G) die Menge der reguliren
Borelmasse auf G.

Unter diesen Massen sind besonders die translationsinvarianten Masse von Interesse,
d.h. Masse u € M(G), welche die Bedingung p(a + E) = u(E) fir jedes F € B(G) und fiir
alle a € G erfiillen. Auf G gibt es genau ein translationsinvariantes Wahrscheinlichkeitsmass,
das Haarmass von G. Wir werden es im Folgenden mit mg bezeichnen.

Fiir die dazugehorigen Raume LP(mg) schreiben wir LP(G). Wir haben dann
C(G) C LP(G) Cc LY(G) c L} (G) (1 < ¢ <p < o),
wobei die Einbettungen Norm 1 haben. Weiter haben wir:

1.4.1 Satz Fiir jede Funktion f € L'(G) und a € G gelten

(i) [o f(x)dmg(z) = [ f(x + a)dmg(x) (Translationsinvarianz).
(ii) fG r)dmg (v fG x)dmg(x) (Inversionsinvarianz).
Faltung

Zwei Massen A und v aus M (G) wird durch die Definition

A*xv)(E) =Aov){(z,y) e GXxG:x+y € E})
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ein neues Mass aus M (G) zugeordnet, die Faltung von A und p. Fiir spétere Zwecke ist es
sinnvoll, diesen Ausdruck umzuformen. Dazu definieren wir fiir eine Menge E € B(G) die
Menge E(9) := {(z,y) € G x G : z +y € E}. Dann gilt:

(A1) (B) = (@ 1) (Egy) = /E dA©v) = / / 1 (2, )dA(2)dw (y)
(2)

//1Ea:+yd)\ )du(y //1Ey YA (z)dv(y)

/G (E - y)dv(y).

1.4.2 Satz Die Abbildung * : M(G)x M(G) — M(G); (\,v) — Axv ist bilinear, assoziativ
und kommutativ. Mit der Variationsnorm haben wir ||A % v|| < ||| ||v]|. Bezeichnet 6y das
Punktmass in 0, so gilt

0o * 1= 1= do
fiir alle Masse p € M(G). Die Faltung macht also M(G) zu einer Banachalgebra mit Eins.
Fiir jedes f € L'(G) wird durch pp(A) := [, fdmg ein Mass uy € M(G) definiert. Die

Zuordnung f +— py identifiziert L'(G) genau mit den beziiglich m¢ absolutstetigen Massen in
M (G). Man kann zeigen, dass ¥4 fiir f,g € LI(G) ebenfalls bezﬁglich mg absolutstetig ist

und mit der fast iiberall definierten Funktion (f*g)(y) := [ f (x)dmg(z) aus L}(G)
die Beziehung fi.q = py * pg gilt. Diese Funktlon erd die Faltung von f und g genannt.
Fiir ,gemischte Terme* erhélt man natiirlich ( = o fly —x)dp(x) = (ux* f)(y).

Im folgenden Satz sind einige weitere Eigenschaften der Faltung zusammengestellt.

1.4.3 Satz Sei G eine kompakte, abelsche Gruppe. Dann gelten:
(i) Die Abbildung x : L'(G) x LY(G) — LY(G);(f,g) — f * g ist wohldefiniert, bilinear,
assoziativ und kommutativ. Es gilt || f % g|l1 < || fll1llg]l1-

(i) Fiir f € LYG) und g € LP(G)(1 < p < o0) ist f*g € LP(Q), und es gilt die
Abschétzung |[f * gll, < [Ifll1[lgllp-

(iii) Sei p € M(G) und f € C(G). Dann ist px f € C(G), und es gilt ||p* flloo < ||/l f oo
(iv) Sei p € M(G) und f € LP(G)(1 < p < o0). Dann ist px f € LP(G), und es gilt
e fllp < Ml 11l
(v) Seil <p,q< oo,%—i— % =1,f € LP(GQ) und g € LY(G). Dann ist f * g € C(G).
Insbesondere gilt also:

1.4.4 Satz (L'(G),|| - ||, +, %) ist ein abgeschlossenes Ideal in M(G).

Im Allgemeinen besitzt L!(G) jedoch keine Eins. Folgende Konstruktion bietet einen gewissen
Ersatz dafiir.
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1.4.5 Satz Sei 1 < p < oo, f € LP(G) und € > 0. Dann gibt es eine Umgebung V' von 0, so
dass fiir alle g € L'(G) mit supp(g) C V, g > 0 und ||g|1 = 1 gilt

Ifxg—Fflp<e

Wihlt man nun z.B. eine 0-Umgebungsbasis 4 und ordnet jeder darin enthaltenen Umgebung
U ein hy € LY(G) mit hy > 0 und ||hy||1 = 1 zu, so besagt der vorhergehende Satz, dass

lim f  hy = f Vf € L(G).

Deshalb wird (hy)yey approximierende Einheit genannt.

Die duale Gruppe

Zu einer kompakten, abelschen Gruppe G definiert man die duale Gruppe I' := I'(G) :=
{f : G = T : f ist stetiger Gruppenhomomorphismus}. Die Elemente in I" nennt man
Charaktere. Fiir v € I' und = € G schreibt man auch (y|x) anstelle von y(z). Wir versehen
I'(G) mit der diskreten Topologie und definieren I'(T'(G)) als die Gruppe aller (stetigen)
Homomorphismen I'(G) — T.

1.4.6 Satz Seinen G, Gy, Gy kompakte, abelsche Gruppen. Dann gelten:

(i) I'(G) C C(G), und I'(G) C LP(G) mit ||y||, =1 fiir jedes 1 < p < 0.

(ii) o : T'(G1) x I'(G2) — I'(G1 x Ga) mit o((71,72))(z,y) := (M1(x),72(y)) € G1 x G ist
ein Gruppenisomorphismus.

(iii) ¢ : G — T'(I'(Q));z — (v +— v(x)) ist ein Gruppenisomorphismus.

Wir werden (ii) und (iii) beniitzen, um die betreffenden Gruppen in der angegebenen Weise
zu identifizieren.

1.4.7 Satz Seien Gy und Go zwei kompakte, abelsche Gruppen, I'1 und I's die dazugehdrigen
dualen Gruppen und W : I'1 — I'y ein Gruppenhomomorphismus. Dann existiert genau ein
Gruppenhomomorphismus W' : Gy — G4, so dass (v|¥iz) = (Vy|z) fiir jedes vy € T'1,x € Go.

Beweis Sei x € Gy beliebig. Definiere ®, : 'y — T durch ®,(v) = (¥y)(z). Wegen

Dy (1172) = ¥(ny2)(@) = (T(11)¥(12))(2) = ¥(71)(2)¥(2)(2) = P2(71)Pu(72)

und ®,(1g,) = ¥(lg,)(z) = 1g,(z) = 1 ist @, ein Gruppenhomomorphismus, das heisst
¢, € I'(I'(G1)). Nach 1.4.6(iii) existiert ein eindeutiges Element y, € G, so dass y(yz) =
®,(v) = (Uv)(z) Damit definieren wir die Abbildung ¥' : Go — G1;x — y,. Wegen der
Eindeutigkeit von y, und

(VT (@) + T(y)) = (4P (2)) + (' (y) = (Tr]2) + (T]y) = (Tl +y) = (4T (z +))
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gilt U(z +y) = ¥i(z) + Ui(y), d.h. ¥’ ist ein Gruppenhomomorphismus. Sei fiir die Ein-
deutigkeit ¢ eine zweite Abbildung, die unsere Voraussetzung erfiillt. d.h. es gilt (v|pz) =
(Uy|z) = (7y]¥l2) fiir alle v € Ty und x € Go. Dann folgt mit 1.4.6(iii), dass ¢(z) = ¥!(z)
fiir alle x € Go. [ |

Wir nennen ¥! die zu ¥ transponierte Abbildung.

Fourier- und Fourier-Stieltjes-Transformation

Fir f € LYG) wird durch F(f)(y) := f(y) = = Jo J( x)dmg(z) fir v € T die so-
genannte Fouriertransformierte von f deﬁmert Die Abblldung T : LYG) — CV heisst
Fouriertransformation, sie nimmt die Werte in cg an.

Analog definiert man fiir Masse die Fourier-Stielt jes—Transformation Dabei wird fiir ein
Mass v € M(G) eine Abblldung in I durch 2(v) == [,(v]-= ) definiert. Es gilt mit

den obigen Bezeichnungen 7¢(y) = [,(v|—= dl/f = [l 'y| (z)dmg(z) = f(7), d
die Fourier—Stieltjes—Transformatlon erweitert die Fourler Transformation. Weiter hat man
f*g=fgund v \=0\fiir f,g € LY(G) und u,v € M(G).

1.4.8 Satz (i) Die Fouriertransformation § : L*(G) — c} ist ein stetiger, injektiver Al-
gebrenhomomorphismus.

(i) Die Fourier-Stieltjes-Transformation § : M(G) — [IL, ist ein stetiger, injektiver Alge-
brenhomomorphismus.

Den Beweis findet man z.B. in [5].

1.4.9 Lemma Sei 1 < p < oo. Fiir f € LP(G) und v € T gilt | f(7)]| < || f]l,-

Beweis Denn es ist ja
D=1 [ r@)e=adme(e) < [ 17@)61-)ldnc@
— [ @dmate) = Il < 1l -
G

Das folgende Lemma wird spater benotigt. Seien f : G — C eine beliebige Abbildung und
a € G. Dann wird durch f,(x) := f(z — a) eine neue Abbildung auf G definiert.

1.4.10 Lemma Sei f € LP(G) (1 <p < o0) und a € G. Dann ist f_, € LP(G), und es gilt
f-a(v) = (vla) f(v) fiir jedes v € T'.
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Beweis

—

) = /G (2~ f(z + a)dma () = /G (7]~ + a) f(z)dme ()
~ (+]a) /G (7] —2) f(2)dma () = (a) F () .

Wir berechnen noch die Fourierkoeffizienten von Produktmassen.

1.4.11 Lemma Seien G und Gy zwei topologische Gruppen, p1 € M(Gy) und py €
M(G2) zwei Masse und v = (y1,72) aus I'(G1 X G2). Dann ist u1 ® p2 € M(Gy X Ga),
und es gilt piy @ pp(y) = fu(y1)f2(72)-

Beweis Die Behauptung folgt aus

—

i@ Tia(y) = /G 1) © )y = /G /G (1 |—2) (el —)dpas (2)dpiz()

=/ (vll—w)dm(w)/ (v2l=y)dp2(y) = fn(71)fi2(2)- ]
G

Go2

Translationsinvariante Riume

Ein Vektorraum X von (mg-Aquivalenzklassen von) Abbildungen von G nach C heisst
translationsinvariant, falls fiir jedes f € X und jedes a € G auch f, € X ist. Auf
translationsinvarianten Raumen ist also 7, : X — X, f — f, fiir jedes a € G definiert.

Die typischen Beispiele sind spezielle Unterrdume der Banachriume LP(G) und C(G). Sei
dazu E C I'. Auf G sind alle Charaktere beschrinkt, also kann E als Teilmenge von C(G)
und damit von allen LP(G) aufgefasst werden. Mit Trigg bezeichnen wir die lineare Hiille
von E. Fiir E = T schreiben wir kurz Trig und nennen die Elemente trigonometrische
Polynome. Der Abschluss von Trigg in LP(G) (1 < p < 00) bzw. C(G) wird mit L% (G)
bzw. Cg(G) bezeichnet. LY, (G) bzw. Cg(G) ist genau der Raum der Funktionen f € LP(G)
bzw. C(G) mit f(v) = 0 fiir alle v € E¢. Alle diese Réume sind beziiglich der induzierten
Norm Banachridume. Mpg(G) wird entsprechend als {v € M(G) : v(vy) = 0 fiir v ¢ E}
definiert.

Zur Vereinfachung der Formulierungen einiger Aussagen werden wir manchmal L% (G) an-
stelle von Cg(G) schreiben.

Fiir ein a € G und p € M(G) wird durch py(B) := u(B — a) (B € B(G)) ein p, € M(G)
definiert. Daraus resultiert der Translationsoperator 7, : M(G) — M(G);pu — pg. Ein

Unterraum X von M(G) heisst translationsinvariant, wenn fiir jedes u € X auch p, € X
gilt.
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Im folgenden Satz sind einige Aussagen iiber translationsinvariante Réume zusammenge-
stellt.

1.4.12 Satz (i) Seil < p < co. Dann ist LY,(G) translationsinvariant, und 7, : L%,(G) —
LY.(G) ist eine Isometrie.

(ii) Alle translationsinvarianten Unterrdume von LP(G) (1 < p < o0) bzw. von C(G) sind
von der Form LY,(G) bzw. Cg(G) fiir ein E C T

Beweis Da (i) direkt aus den Eigenschaften des Haarmasses folgt, wenden wir uns direkt
(ii) zu.

(ii) Sei 1 <p < o0, X C LP(G). Setze E:= J;ex{v € : f(7) # 0}. Nach Definition ist X
in L%,(G) enthalten. Fiir die umgekehrte Inklusion wihle ein beliebiges v € E. Dann existiert
ein f € X, so dass f(7) # 0. Wegen der Translationsinvarianz von X ist f, fiir jedes a € G
ebenfalls in X enthalten. Fiir ein beliebiges y € G bilde ¢¥ := (y]y) fy € X. Damit definieren
wir eine Abbildung T': G — X;y — g¥. Wegen

19 = 9"llp = l(V]2) f = (Y]2) Fy I
< [I((v]2) = (V) fellp + (V) (fe = fu)llp
=1(vlz) = VYl fello + 1 fz = Fyllp| (v9)]

und [10] 5.7 ist T stetig. Da X abgeschlossen ist, liegt g := fG y)dma(y) in X. Andererseits
gilt

o(z) = ( /G T(y)dme(y))(z) = /G T(y)(x)dma(y) = / V(w)dme(y)
- /G £(@) () dma(y) / £ — 9)(1ly)dmal(y / (=) (vl + y)dma(y)
= (v\w)/ FW)(v—y)dme(y) = (v]z) f(7)
G

Damit ist 1 1
= —f)r =5 -
f() )
Fiir spatere Zwecke fithren wir noch Translationsoperatoren auf Quotienten von translati-
onsinvarianten Raumen ein. Seien dazu X ein translationsinvarianter Raum, Y ein trans-
lationsinvarianter Unterraum von X und a € G. Well fiir f,g € X aus f — g € Y auch
Tof — Tag = Ta(f — g) € Y ist, existiert ein Operator 7 : X/Y — X/Y mit qy7, = Tqy,
wobei gy : X — X/Y die Quotientabbildung bezeichnet. Auch diesen Operator bezeichnen
wir mit 7.
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1.4.13 Satz Seien a € G, X ein translationsinvarianter Raum und Y ein translationsinva-
rianter Unterraum.

(i) Fiir die Translationsoperatoren 7, (a € G) auf LP(G) (1 < p < o0) und C(G) gilt
TS =T_q.

(ii) Y+ ist ein translationsinvarianter Unterraum von von X*.

(iii) Der adjungierte Operator von 7, : Y — Y stimmt mit 7_, : X*/Y+ — X*/Y+
iiberein.

Beweis (i) Wir behandeln zuerst den Fall LP(G) (1 < p < o). Fiir € LP (G) und g € LP(G)
gilt

(w3(1)og) = (f. 7ale /f 9z — a)dme(e /fas+a 2)dma(z) = (ra(f), 9)-

Ebenso erhalten wir fiir 4 € M(G) und g € C(G)

(T (1), 9) = (1, Talg /fx—a dp(x /f Jdp—o(x) = (T-a(p), 9)-

ii) Dies folgt sofort aus (7,2*,y) = (", 7_q(y)) =0 fir 2* € Y+ C X*, y € Y und a € G.
g
(iii) Sei # € X*/Y ' und y € Y. Wegen
(7a(2),y) = (&, 7a(y)) = (2, 7a(y)) = (T-a(2),y) = (7-a(Z), 1)

folgt die Behauptung. |

Einen Unterraum Z eines Quotienten X/Y von translationsinvarianten Raumen X und Y
nennen wir translationsinvariant, wenn fiir jedes x € Z und a € G auch 7,(x) in Z liegt.

Translationsinvariante Operatoren

Seien in diesem Teil X und Y translationsinvariante Banachrdume von Abbildungen auf G.
Ein Operator u : X — Y heisst translationsinvariant, wenn 7,u = ur, fiir jedes a € G
gilt. Ist A(X,Y) ein Raum von linearen Operatoren von X nach Y, so bezeichnet

Az’m) (X, Y)

den Unterraum der translationsinvarianten Operatoren in A(X,Y’). Diese Bezeichnung be-
nutzen wir insbesondere fiir Banachideale. Der folgende Satz zeigt, dass obige Rdume abge-
schlossen sind bzgl. der jeweiligen Norm.

1.4.14 Satz Seien X und Y translationsinvariante Rdume und (uy,), eine Folge von trans-
lationsinvarianten Operatoren, die in der Operatorennorm gegen einen Operator u konver-
gieren. Dann ist u ebenfalls translationsinvariant.
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Beweis Nach Voraussetzung existiert zu jedem € > 0 ein n. € N, so dass [|u — u,|| < § fiir
alle n > ng. Fiir diese n und fiir ein beliebiges a € G gilt dann wegen T,u, = U, T,

[Tau — utall < [[Tau = Tatn|| + [[unTa — utall < ||7all [[u = un || + lun — ull [|7a| < e.

Damit folgt 7,u = ur, fiir jedes a aus G, d.h. u ist translationsinvariant. |

Typische Beispiele fiir translationsinvariante Operatoren sind die Faltungsoperatoren, die ich
nun vorstellen mochte.

1.4.15 Satz Seien E C T und 1< p,g<oo,2+1=1.
(i) Fiir jedes f € LE.(Q) ist us : LY(G) — LY (G) : g — g = f wohldefiniert, linear, stetig
und translationsinvariant, und es gilt |Jus| < || f|lp-

(ii) Fiir jedes p € Mg(G) ist u,, : LY(G) — LL(G) : g — g * u wohldefiniert, linear, stetig
und translationsinvariant, und es gilt ||u,|| = |||

(iii) Fiir jedes f € LY (G) ist uy : LY(G) — Cg(G) : g — g * f wohldefiniert, linear, stetig
und translationsinvariant, und es gilt ||us| < | fllp.

Alle Aussagen ergeben sich direkt aus 1.4.3. Fiir (ii) vergleiche auch [17] C2.8.2.

Operatoren, wie sie im vorhergehenden Satz eingefiihrt wurden, nennt man Faltungsope-
ratoren.

1.4.16 Lemma Seiy €T, f € LY(G) und u € M(G). Dann gelten:
(i) uy(f) = F(N).
(i) uu(y) = i(y)7-
Beweis Fiir x € G gilt
uny(p) () = (v x p) (@) = (p* ) () = uu(y)(@).
Weiter ist

() (&) = /G (e — y)du(y) = (1]) /G (M —)du(y) = (a)a(),

woraus sich sofort die Behauptung ergibt. |

Wir wollen nun zeigen, dass zwischen gewissen Rdumen alle translationsinvarianten Operato-
ren bereits Faltungsoperatoren sind. Dazu benétigen wir den folgenden Satz, dessen Beweis
man in [16] Theorem 1.1 findet.
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1.4.17 Satz Seien p € M(G) und u, : L'(G) — LY(G) der zugehérige Faltungsoperator.
Dann sind dquivalent:

(i) u, ist kompakt.
(ii) w,, ist schwach kompakt.

(iii) p ist absolutstetig beziiglich mg.

Wir kommen nun zur angekiindigten Aussage.

1.4.18 Satz Seien 1 < p < oo und F C I'. Dann gilt:

(i) Die Abbildung pi+— u,, ist ein Isomorphismus von Mg(G) auf £ (LY(G), LL(G)).
(ii) Die Abbildung f — uy ist ein Isomorphismus von LE(G) auf K™ (L'(G), L%.(G)).
(iii) Fiir 1 < p < oo gilt £ (LNG), L2(G)) = K™ (LY(G), I%(G)).

Beweis (i) Wegen 1.4.15(ii) ist der Operator u, mit Bild in L!'(G) wohldefiniert. Aus

1.4.16(ii) folgt, dass das Bild von u, in LL(G) liegt. Als niichstes beweisen wir die In-
jektivitét. Sei also u, = 0. Dann gilt

() = oy = uu(y) = 0.
Wegen der Injektivitit der Fouriertransformation folgt p = 0. Wegen [17] 3.8.4 existiert
zu u € LM™(LYG), LL(Q)) ein Mass p € M(G), so dass u = u,. Nehmen wir an, dass
u & Mpg(G), so existiert ein 79 € I' \ E mit () # 0. Dann gilt
uu(Y0) = p* Y0 = fi(y0) # 0.
Dies widerspricht der Voraussetzung.

(ii) Der Fall p =1 ergibt sich direkt aus 1.4.17 und (i). Fiir p > 1 bleibt wegen (i) nur noch
zu zeigen, dass fiir einen Faltungsoperator uy; mit Bild in L%.(G) auch f in L%(G) liegt.
Wiéhle dazu eine approximiernde Einheit (hy) (vgl. Seite 16). Damit erhalten wir

1 = us(ho)llp = f = f hollp:

Wegen 1.4.5 liegt damit f in L%(G).

iii) Sei w € £ (LY(Q), L2.(G)). Da L%,(G) reflexiv ist, folgt dass v schwach kompakt und
E E g
wegen 1.4.17 sogar kompakt ist. |

1.4.19 Satz Seien 1 < p,q < o0, u € £™(LE.(G), LY(QR)) und vy € E. Dann gilt

wy = (uy)(0)y.
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Beweis Seien 7' € T und y € G beliebig. Dann gilt:
@) = /G (u) () (Y| —x)dimg (z) = /G (u(y))—y (2) (Y |—2)dma(z)

— [ utn)@ + 9| -a)dma(a) = [ a((r-90) (e + ) |-)dmeo)
G G

- / (V9 @) (|~ + y)dme(z) = / u() (@) (7 ]~9) (| —2) (7 Jg)dm (z)
G G

- / WD =0 |~2)dme(z) = (+ - 1) / u() (@) (| ~2)dma (x)
G G

= (v =)y (),

d.h. es ist
wy(y) = @(7/)577’-
Also existiert ein A € C mit wy = A\y. Aus (uy)(0) = A(7]|0) = A folgt die Behauptung. MW

Die Werte u(7)(0) werden Fourierkoeffizienten des Operators u genannt; wir bezeichnen
sie mit u(y). Wir haben gerade gesehen, dass die Gleichung u(y) = a(vy)y gilt.

Im folgenden Satz sind einige Eigenschaften dieser Fourierkoeffizienten zusammengestellt.

1.4.20 Satz Seien E C T, XY, Z € {L},(G),Cr(G)} sowie v € T.

(i) Fiir translationsinvariante Operatoren v : Y — Z und v : X — Y gilt: uwo(y) =
w(y)o(v).

(ii) Fiir p € M(G) gilt Gy (y) = (7).
Beweis (i) Die Behauptung ergibt sich sofort aus
wo(v)y = (w)(y) = w(v(y)) = w(®(y)7) = 2(y)u(y) = 8(7)a(y)y-
(ii) In Lemma 1.4.16 haben wir u,(y) = fi(7y)y gezeigt, d.h. es gilt 4, (y) = f(v). [ |

1.4.21 Lemma Seien E C I, v : Trig — Trige, h € LP(G) (1 < p < o0), p € M(G) und
f € Trig. Dann gelten

o(hs f) = hxo(f)
und

o(ux ) = pxv(f).
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Beweis Im ersten Fall erhilt man

v(hx f) =v(h = O F)) = fF(vlh=y) =Y f(1)v(h(y)y)

yerl’ yerl’ vyel
= FNho@) = Fh(y)o)y =D F)d(r)h v
yel yel ~yel
=hx (Y f(o) =hx O f(o) =hxv>_ f(H)y)
yer yer ~er
= hx*xv(f).

Im zweiten Fall folgt ebenso

v(pr ) =v(px O F)7) =D fFvlpy) =D fF(1v(am)r)

vyel’ ~vel ~vel
=Y fae) = > Fnamey =Y fFnomusy
~el ~yel ~yel'
= (Y FMe)y) = s O F(v@) = pxv(d f(1)7)
yer ver yer
= pxv(f). L]

1.5 Averaging-Technik

In diesem Teil lernen wir eine Methode kennen, mit der wir aus Eigenschaften von transla-
tionsinvarianten Operatoren auf solche von beliebigen Operatoren schliessen kénnen.

1.5.1 Satz Seien X und Y translationsinvariante Ridume und v € £(X,Y). Dann wird
durch a(f) = [, T—auta(f)dmg(a) ein Operator u € £ (X,Y) mit ||a|| < ||ul| definiert. Ist
u bereits translationsinvariant, so gilt u = u.

Beweis Wiéhle ein beliebiges f € X. Wir iibernehmen aus [10] 5.7 bzw. [18] 5.13a), dass die
Abbildungen 77 : G — X;a — f, stetig sind. Konvergiere nun (b,) in G gegen a. Dann gilt

I7—auta(f) = T—b, us,, (F) < I7=al| 1wl [[(7a = 70,) (D] + [ (T—a — 7, ) (um,, (f))]] — 0.
=1 —0 —0

Damit haben wir gezeigt, dass die Abbildung vy : G — Yia — (7_qu7,)(f) stetig ist.
Insbesondere ist vy schwach mg-messbar und wegen der Separabilitdt sogar messbar (vgl.
[3] 11.1.2). Weiter rechnet man

/I!T—auTa Nlldme(a /HT—aH lull I7all | fldma(a) = lull || ]
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Somit ist die lineare Abbildung @ : X — Y5 f — [, 7 qur.(f)dma(a) wohldefiniert und
stetig mit ||@|| < ||u||. Es bleibt nur noch die Translationsinvarianz zu zeigen. Fiir beliebige
be Gund f € X gilt

an(f) = a(n(f)) = ( /G T au(ra(m(f)))dma(a) = /G ratran(f)dme (a)

GT_auTa+b(f)dmg(a) = /GTaeruTa(f)dm(;(a) = Tb/GT_auTa(f)dmg(a)
Tu(f).

Sei nun w translationsinvariant. Fiir f € X gilt

a(f) = /G r—qura(f)dm(a) = /G rarat(f)dm(a) = /G u(f)dme(a) = u(f). m

Wir bezeichnen den im vorhergehenden Satz konstruierten Operator mit
Ugy-

1.5.2 Satz Seien X,Y,Z translationsinvariante Riume, v € £"(X,Y) und w € £(Y, Z),
so gelten

(i) (Wv)gy = Wapv,

(H) (wav)* = (W*)av-
Beweis Aus

watlf) = [ Tawr(of)dme(@) = [ r-awo(r(H)dme(a) = (o))
G G
ergibt sich sofort die erste Behauptung. Die zweite folgt aus
() £.9) = (fomg) = [ (f.rawrag)dma(@) = [ (raw'Tofg)dma(@) = (w")oud )
G G

fir feZ*undgeY. |

1.5.3 Satz Fiir translationsinvariante Rdume X, Y und u € F(X,Y) gilt truq, = tru.

Beweis Wiéhle eine Darstellung u = > -
Dann gilt fiir f € X

uav(f)_/ T—a(ixf@)xi)m fdme(a Z/ T—a f))zi)dme(a)
_Z/x o Ta(f)T—a(zi)dme(a Z/x @ T—ai(f)me(a)

F@x;mit 7 € X*und x; € Y fiir 1 <¢ <n.

i=1%;
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Wegen der Linearitdt der Spur kénnen wir ohne Einschrénkung n = 1 annehmen, d.h.
u=2x*®x und ug = fGa:* ® xdmg(a). Wir setzen M : G — X*;a — z*7, und F : G —
X:a +— 7_qx. Unter Verwendung der kanonischen Dualitit L?(G, X*)=L?(G, X)* erhalten
wir

(0" ) = tr( [

[ " @ wimata) = u( o F) = O1.F) = / (M(a), F(a))dma(a)

G
= / (" Tq, T_qx)dmg(a) = / (", x)ydmg(a) = (", x) = tr(z* ® ),
G G

womit die Behauptung bewiesen ist. |

In 1.5.1 haben wir inbesondere bewiesen, dass die Abbildung
L(Lp(G), L(@)) = L(L5(G), Lp(G)); v = tay

eine Projektion mit Bild £™V(LE(G), L%L(G)) ist. Im folgenden Satz sehen wir, dass dies
auch fiir weitere Banachideale gilt.

1.5.4 Satz Secien E, F C T und X und Y translationsinvariante Raume.

(i) Ist u € I;(X,Y), dann ist ug, € " (X,Y), und es gilt 71 (uqy) < 71(u).
(ii) Ist u € N{(Cg(G), L%(Q)), dann ist ua, € N (Cr(Q), L4 (G)), und es gilt v1(ugy) <
%41 (u)
(iii) Ist u € F(Cg(G), L%4(Q)), dann ist ug, € T (CEp(G), L%(G)), und es gilt v1(ug) <
Y1 (u).

Beweis (i) Sei p € M(G) ein Pietsch-Mass auf By und seien fi,... f, € Cp(G).

n

> luansill = /G rou(r-a f)ma(o)] <3 /G Ira(u(r—of)ldme(a)

i=1

- > lra(ur-o fDldma(a) < m) [ s S ltomplimeta

9€Bx+ 15

~m | sp 3 lirag. lldma(a) = ma(w) sup 37 g, f}ldme(a)

€Bx+ iz 9€Bx+im1
Daraus folgt direkt die erste Behauptung.

(ii) Sei v : Cg(G) — L%(G) l-nuklear. Dann existiert eine Faktorisierung u = aMyb mit
Operatoren a : I} — L%(G), b : Cg(G) — Il und einem Multiplikationsoperator M) :
lw — Iy zu einer Folge A = (\,) € ;. Wegen der Injektivitét von [, existiert ein Operator
b: C(G) — l, der b erweitert mit ||b] = ||b]|. Dann ist auch @ := aMyb 1-nuklear. Wegen
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1.3.6(vii) und 1.3.6(viii) ist @ 1l-sumimierend, und es gilt vi(a) = m(u). Wegen (i) ist gy
1-summierend mit v1(lgy) = 71 (Ugy) < 71 (%) = v1(@). Fiir v € E erhélt man

a(7) = /G r—aiima(7)dme(a) = /G T ata(7)dme (@) = tan(7)-
Somit gilt ugy = Ugykr. Damit ist ug, 1-nuklear mit
V1 (tta) < 01 (fia) = 11 (i) < m1(8) = v2(@) < B 1Ml lal) = [Bl] |3 ]l

Da dies fiir alle Faktorisierungen von w gilt, folgt v1(ugy) < vi(u).

(iii) Wegen (ii) ist uq, Li-faktorisierbar. Fiir die Normabschéitzung sei v € F(L%(G), Cr(Q)).
Dann erhalten wir

tr(vigy) = tr(uepv) = tr(UapVay) = tr(Vaplay) = tr(veyu) < Wf(vav)’yl (u)

= 71((van) I () = 71 (0 )aw)71(w) < m1(0")71() = 71 ()7 (v).

Somit gilt 11 (uav) <M (u) u
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2 Translationsinvariante Operatoren und die duale Gruppe

In der Folge werden wir gegebene Operatoren hidufig durch natiirliche Inklusionsabbildungen
faktorisieren oder modifizieren. Letztere erhalten darum spezielle Symbole, namlich (fiir £ C
Fund 1 <p< )

(i) ipp : Cp(G) = Li(G),
(11 jp7E CE(G)‘HLP(G),
(iii) kp,r : Lp(G) — LP(G),
(v) ip : L(G) — LP(G),
(vi

C(G) = L(G),

(vii

)
)
) k
(iv) kpg.p : Ip(G) = Li(G),
)
) J
) ke Cp(G) = C(G),
)

(viil) ipg.r : L%(G) — LL(G).

Beachte, dass der Operator i, g p-summierend ist.

2.1 Operatoren zwischen translationsinvarianten Raumen

Sei p € M(G). Dann bezeichne p/ im ganzen Kapitel das Mass, welches durch p/(A) :=
u(—A) fiir A € B(G)) definiert wird. Analog wird fiir eine Funktion f eine weitere Funkti-
on f' durch f'(x) = f(—x) definiert. Sofort sieht man ||i/|| = ||u|| und Hf’Hp = Hpr (1 <p<
00). Wegen der Inversionsinvarianz des Haarmasses gilt ferner [, f(z)dma(x) = [ f'(x)dmg(z).

2.1.1 Lemma Sei 1 < p < oo, E,F C T, u € £™(Cg(G), LL.(GR)). Genau dann ist u in
N{™(Cp(G), LE.(G)), wenn ein ¢ in LY.(G) existiert, so dass u(g) = ¢ g fiir jedes g in
Cg(G). In diesem Fall gilt mit einer von u unabhingigen Konstanten K > 0

vi(u) < u(i)llelly < Kvi(u).

Beweis <= Die Voraussetzung bedeutet die Kommutativitit des folgenden Diagramms:

c@ LG
kg Uy

Cp(G) " LL(G)
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Nach Definition ist ji 1-integral. Wegen der Kompaktheit von u, (1.4.18) sind wu,j1 und
dann u = uy,j1kE 1-nuklear. Fiir die Normen gilt dabei

vi(u) < |lkellvi(upit) < lluglles(G1) < ll@llpea()-
,=" Sei g € LI.(G) und p € M(G). Definiere damit
g C(G) = Tp(@): = (| 1@)inte
Wegen C(G) C LY(G) ist dies wohldefiniert. Offensichtlich ist v, , linear. Aus

g (F)llp = / / F(@)dpu()g () Pdma () V? < ( / / (@) dpu(2) ]9 (v) Pdima ()7
— [ 1#(@)dnto) / 9 Pdme @)Y < || floo(C) gl
G G

folgt, dass v, stetig ist mit [ugl < [l gl

Sei nun wy, g := (Vy,g)av. Dann gilt

wag(f) = /G (r—apg7a) (f)dmc(a) = / oy (fa))dme(a)

:/GT_Q(/Gf(x—a)du g)dmg(a //fx—adu z)g-adme(a).

Seien f € LY(G) und u € M(G) ein Mass. Dann ist (1 * g) * f wohldefiniert, und es gilt:

(4 % 9) % F)(y) = /G (W * 9)(y — ) f(a)dmc(a)

=

9(y —a = x)dp () f(a)dme(a)

9(y — a — ) f(a)dy(z)dma(a)

9(y — a — x) f(a)dmg(a)dy' (z)

9(y + a — x) f(—a)dme(a)dp/(x)

9(y + a)f(—a — z)dme(a)dy (z)

f(=a—z)du/(x)g(y + a)dme(a)

I
B o R aa e
Y T - T o T X Mo T

f(z = a)dp(x)g—a(y)dme(a).

Wir haben dabei den Satz von Fubini und die Translations- und Inversionsinvarianz des
Integrals benutzt. Aus 1.4.3(iv) folgt ¢/ * g € L%.(G) und

" gllp < 111 lgllp = [l g llp- (3)
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Sei nun u € N{™(Cg(G), L¥.(G)). Dann hat u eine Darstellung der Form

u = Z.’E; & gj,
j=1
wobei % € (Cp(G))*, g; € Lp(G) fiir jedes j € N sind und 3772, ||z} [|g;l, =: C < cc. Zu

den x} existieren Hahn-Banach-Erweiterungen p; € M(G) = C’(G) mit [[p;]| = [|27]|. Setze
Vj 1= Uy g, Wi i= Wy, g0 fir j € NLFiir jedes k € N gilt

k k k
D ol xgille <> Neillgills =D N1 lgill» < C.
j=1 () =1 j=1

Damit existiert ¢ = Z‘;‘;l Wy * gj in LP.(G). Wir behaupten nun, dass dieses ¢ unsere
Anforderungen erfiillt. Fir ein f € Cg(G) gilt ndmlich

ug(f) =¢* f = Zu]*gg f=Z((u}*gj)*

; //fx—aduy )(95)-adma(a Z“’J

Andererseits erhalten wir wegen der Translationsinvarianz von u

o0

(r—atura)(f)dma(a) = /G o> (@ 7al ) g)dma(a)

Jj=1

/GT ;Mjﬂ'a 1)9;)dme(a) /T Z/ ful@)du(w)g;)dmala)
:/T ivj Ta de Z/ TfaU]Ta de ZU)J
¢ O

Wir miissen noch die zweite Ungleichung zeigen. Aus dem ersten Teil folgt, dass die Abbilung

© : Lin(G) = N{™(Cp(G), Up(G))i ¢ = g

) = vanl£) = |

G

wohldefiniert ist.Offensichtlich ist ® linear und wegen der bereits bewiesenen Ungleichung
stetig. Wegen 1.4.18 ist @ injektiv und die Surjektivitat folgt ebenfalls aus dem ersten Teil.
Die fehlende Ungleichung ist somit eine Konsequenz aus dem Graphensatz. |

2.1.2 Lemma Seien 0 < p < o0, 1 < g<o0,1 <r <oound E CTI'. Dann gilt fiir jeden
Operator u € I (L,(G), LYG)) und jedes f € L'y(G) die Ungleichung

/ luf—alPdma(a) < mp(uwf  sup / (&, foa) Pdma(a).

e €Bwy )*
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Beweis Da u p-summierend ist, existiert wegen des Dominanzsatzes von Pietsch (1.3.3) ein
regulires Wahrscheinlichkeitsmass p1 auf K := B(pr (G))+, so dass fiir jedes feLly(G)

lufl? < mp(a / (", ) Pdu(a®)

gilt. Setzen wir fiir f die Funktionen f, (a € G) ein und integrieren beziiglich des Haarmasses,
so erhalten wir unter Beachtung des Satzes von Fubini

| luf-aliama(@ < [ @y [ 16 £ Pduta)ame(a)

= mp(u)? /K /G (&, o) Pdme(a)du(z”)
< ()P supa-cic /G (2", fo)Pdme(a),

und dies ist die behauptete Ungleichung. |

Seien p ein endliches Mass auf einer Menge 2 und 0 < p,q < co. Eine lineare Abbildung u
zwischen Rdumen X und Y von (u-Aquivalenzklassen von) messbaren C-wertigen Funktionen
auf 2 hat Typ (p,q), wenn ein C > 0 existiert mit [|uf|; < C| fl|p fiir jedes f € X. Dabei
setzen wir || f||, = oo fir f € X\LP(u). Es folgt u(XNLP(n)) C L9(p), und die Einschrankung
w: XNLP(p) — L9(p) ist stetig, wenn man X NLP(u) mit |||, und Y mit ||-||, versieht. Liegt
X NLP(u) in LP(p) dicht, so kann w eindeutig zu einem stetigen Operator u : LP(p) — L9(p)
erweitert werden. Die Norm dieses Operators wird mit ||u||, 4 bezeichnet.

2.1.3 Lemma Seien 1 < p < 00,1 < g < oo, E,F CT und u € £(Cg(G),L%(G)). Ein
translationsinvarianter Operator u : Cg(G) — L%.(G) ist genau dann p-summierend, wenn
er vom Typ (p, q) ist. Dann gilt ||ullpq < mp(u).

Beweis < Sei u translationsinvariant und vom Typ (p, ¢). Damit kann u zu einem Ope-
rator @ : Lh(G) — L%L(G) erweitert werden, d.h. es gilt u = @i, p. Mit ip g ist auch u
p-summierend.

,=" Wegen der Translationsinvarianz von u gilt ||u(fa)|lq = [[(wf)allq = [|uf]4 fiir jedes a in
G und jedes f in Cg(G). Daraus ergibt sich insbesondere

/Hu a)llgdma(a /||Uf||pde() [ f G- (4)

Sei weiterhin f € Cg(G). Wéhle nun ein beliebiges 2* € (Cg(G))* und dazu eine Hahn-
Banach-Erweiterung p € M(G) mit ||| = ||z*||. Damit ergibt sich

(2, fa) = (i1, ) /fx+adu /fa—wdu 2) = (' )(a).

Wiederum erhalten wir [|u s fllp < [/l [fllp = [lll 1F]lp = N2 [ |1 £]lp- Fiir [|2*]] <1 kénnen
wir damit folgende Abschétzung machen:

/\ » [-a)Pdme(a /!u « f)(a)Pdmg(a) = [|u" = fII5 < l=* P11 < I F115-
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Durch Kombination dieser Ungleichungen, erhalten wir

Jufll = /G s lfmeta) < m(uy _sup /G (", f-a)Pdma(a) < mp(w)?| ]2

2.1.2) I*EB(C‘E(G))*

oder |lufllq < mp(w)|| fl|p fur jedes f in Cg(G), d.h. u ist vom Typ (p, q). [ |

2.1.4 Lemma Seien 1 <p<o00,1 <qg<00,0<r <ooundE,F CT. Fiir jeden Operator
u € I (LE(G), LL(G)) und jeden translationsinvarianten Operator v : Trig — Trige vom
Typ (p*,r) ist wv vom Typ (1,q) und es gilt [|[uv||1,4 < 7 (w)||v]|p* r-

Beweis Da v vom Typ (p*,r) ist, existiert eine Konstante C, so dass |[vf|, < C|| f||,~ fiir
jedes f € Trig erfiillt ist. Translationen sind Isometrien, so dass wir wegen der Translati-
onsinvarianz von v und v mit 2.1.2 erhalten:

lu()II, = / lu(w )| dme(a / lu((f-a)dma(a)
\ , . (5)
<m(w)  sup / (", 0(f—a)) T dme(a).
x*EB(L%(G))* G

Wir behandeln zuerst p < co. Sei z* € (L%(G))*, und sei g eine normerhaltende Hahn-
Banach-Erweiterung aus LP (G). Beachten wir 1.4.21, so ergibt sich fiir beliebige f € Trig
und h € LP" (G)

(w( % ))(a) = (' % o(f))(a) = / W (a — )o(f) (2)dme(x) = / Wz — ayo(f)(x)dme ()
G G
- / h(@)o(f)( + a)dme(z) = / W) (0(f))—a(x)dme ()
G G
— / h(@)o(f—o) (@) dme(a).
G

Damit erhalten wir
@ (- = Vg ol = | [ @)oo @hdma (@) = Jolg' )@
Es folgt
[ ot Pdmata) = [ ol = Hla)ldma(a) = ot = DI < 7l
< IG5 1715 = C g A1 = €l I 15

Im Fall p = oo wihlen wir wiederum ein z* € (Cg(G))* und dazu eine normerhaltende
Hahn-Banach-Erweiterung p € M(G) = (C(G))*. Fiir f € Trig gilt ebenfalls mit 1.4.21

(ol * F))(a) = (4 *v())(a) = / o(f)(a — )di (z) = / o(f)(a+ o)du(z)
G G
— / (0(f))—a(@)dplz) = / o(f—a)(@)dp(z).
G G




2 TRANSLATIONSINVARIANTE OPERATOREN UND DIE DUALE GRUPPE 32

Damit folgt

(", v(f=a)|" = [{ v(f-a )" = !/G(v(f—a))(w)du(x)\r = (" * f)(a)]",
also

/G (", 0(fa)) [ dmc(a) = /G o * )@ dme(a) = oG * HIE < C Il * 11
< I IAIE = CrIAl I = Ol £
In beiden Fallen erhalten wir
luofll < m(w)  sup / (" 0f—a) [ dmc(a)
(5) I*EB(L%(G))* G

<me(u)" sup CT[lTITflT < e (w)"CTI T

T E€B(Lp ()

Folglich ist wv vom Typ (1, ¢) mit [Juv|1 4 < Cmp(u). Da C > ||v||p= » beliebig gewéhlt werden
kann, gilt sogar ||uv||1,4 < m(u)||v]|p - |

2.1.5 Lemma Fiir jedes f € Trigp wird durch wg(z*) := > cpa™(7)f(7)y ein stetiger
Operator wy : (Cp(C))* — C(G) mit ||| < [ definiert,

Beweis Mit f € Trigg gehoren alle f_, zu Trigp und damit zu Cg(G). Wir definieren

A~

wy: (Cp(Q))" — Cp(G);z" — 3 cp(z”,7) f(7)y. Offenbar ist wy linear. Fiir ein beliebiges
¥ € (Cr(Q))* gilt

(@, fma) = (0", D2 Fral0)9) = 2o F-ala®sn) =0 D0 SO)0la)"7) = wys (@) @),
T yeE

yeE yeE

Die Abschitzung

Jwy(z¥)[loe = sup [wy(z¥)(a)] = sup [(z7, f-a)| < [lz” [ sup || f-alloc = [l [[flloo
aeG a€eG aeG

ergibt, dass wy stetig ist mit |wy| < | floo- [ |

2.1.6 Lemma Sei E C I. Fiir jeden Operator u € £™(L?(G), Cp(Q)) gilt

Yl < co.

yeE

Beweis Sei u € £M(L*(G), Cr(G)). Setze v := u*k}j wobei j die Einbettung von LY(G) in
M (G) bezeichnet. Dann ist v translationsinvariant, und es existiert eine Funktion ¢ € L?(G),



2 TRANSLATIONSINVARIANTE OPERATOREN UND DIE DUALE GRUPPE 33

so dass v = u, (1.4.18). Wahle ein f € Trig und ein y9 € I'. Dann erhalten wir mit den
Orthogonalititsbeziehungen der Charaktere

(v(v0), f) = (WkEi (), £) = (i (), keu(f)) = (G(0),u(d_ F()N) = ((0), Y f()ulv))

yel yel
= (j(0), Y f(aty)y) =Y (i) v,7) = F(70) (7o)
~vel vyel
W(7) > F)(0,7) = a(30) (v0, Y F()) = (@(Fo)vo, f)-
el ver
Damit ist v(79) = @(70)v0. Insgesamt gilt also (4(7))y = (8(F)) = (¢(7)), € & . [ ]

2.2 Sidonmengen und A(p)-Mengen

Eine Menge F C I' heisst Sidonmenge, falls es ein C' > 0 gibt, so dass fiir jedes f € Trigg
gilt:
S 1Dl flloo-

yeE

Falls E€ eine Sidonmenge ist, nennt man F eine Co-Sidonmenge. Eine Menge E' C I heisst
A(p)-Menge (1 < p < o0), falls ein C>0 existiert, so dass fiir jedes f € Trigg gilt

1Fllp < Clifll-

Im folgenden sind einige Eigenschaften dieser Mengen zusammengestellt.

2.2.1 Satz (Sidonmengen) Seien E, F C T

(i) Ist E endlich, so ist E eine Sidonmenge.

(ii) Sind E und F Sidonmengen, so ist E' U F' eine Sidonmenge.
(iii) Jede Teilmenge einer Sidonmenge ist eine Sidonmenge.
(iv) Jede Sidonmenge ist eine A(p)-Menge fiir jedes 1 < p < oo.

(v) E ist genau dann eine Sidonmenge, wenn die Abbildung Q : L'(G) — co(FE), definiert
durch Q(f) = (f(fy)).yeE, surjektiv ist. Dann ist ker(Q) = LL.(G).

(i) und (iii) ergeben sich direkt aus der Definition. (ii) findet man in [9] 3.5, (iv) ist in [6]
37.10 nachzulesen, und (v) wird in [9] 1.3 bewiesen.
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2.2.2 Satz (A(p)-Mengen) Seien E, F C T

(i) E ist genau dann eine A(p)-Menge, wenn ein 1 < ¢ < p existiert, so dass || f|l, < || fllq
fiir jedes f € Trigg gilt.

(ii) E ist genau dann eine A(p)-Menge, wenn LY, (G) = LE(G) fiir ein 1 < g < p.

Die Beweise findet man in [6] 37.7.

Wir beginnen mit weiteren Charakterisierungen von Sidonmengen.

2.2.3 Satz Sei £ C I'. Dann sind dquivalent:

(i) E ist eine Sidonmenge.
(ii) Es existiert eine Menge S, so dass Cp(G) zu I isomorph ist.
(iii) £7(Cp(G), LE(G)) = I (CE(G), LL(G)).
(iv) Die kanonische Einbettung is g : Cp(G) — L%(G) ist Li-faktorisierbar.

(v) Cg(G) hat Cotyp 2.
Beweis (i) = (i1) Fir f € Trigg gilt nach Voraussetzung

Y1 < Cllflloo-

yeE

Da Trigg in Cg(G) dicht liegt, gilt dies sogar fiir alle f € Cg(G). Damit ist
®: Cp(G) =1+ f e (f(0)s

wohldefiniert. Offenbar ist @ linear und stetig. Die Injektivitét folgt direkt aus der Injektivitat
der Fouriertransformation. Fiir (o) € IF gilt

Z oy Yoo < Z |y | < oo,

veE yeE

Deshalb ist ¥ : I — Cg(G);(ay), — > e vy wohldefiniert, linear und stetig. Offenbar
handelt es sich um die Umkehrabbildung von ®.

(i1) = (4i7), (#i7) = (iv) und (i7) = (v) sind trivial.

w), (v) = (¢) Der Beginn beider Implikationen 1st gleich. Fur f € 1rigg se1 w der erator
(iv), (v) (1) Der Beginn beider Implikati ist gleich. Fiir f € Tri iwys der Op
endlichen Ranges aus 2.1.5. Wir bilden den Operator

Vf = i27wa(i2,E)* € f(L2E(G)’L2E(G))
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Damit erhalten wir fiir 2* € L%(G)

vf(2*) = (ia,pwy(izp)") (&%) = dp pwy(a* 0 iz ) = iap () (¢" 0 iz,5) (1) f(7)7)

yeE

=S @ Nfy=> (na = ey @).

veEE YEE YeEE

Da (v),er eine Orthonormalbasis von L%(G) ist, gilt

=Y IfOl. (6)

yeE

Hier trennen sich die beiden Beweise. Wir wenden uns zuerst (iv) = (i) zu. Sei iop L'-
faktorisierbar: Es existieren also ein Massraum (£2, ¥, v) und Operatoren o : Cg(G) — L!(v)
und 3 : L'(v) — L%(G), so dass i, g = Ba. Dadurch erhalten wir folgende Faktorisierung
von vy:

(i2,m)* wy i2,E

LE(G) (Ce(@))” Ce(G) LE(G)

s a* @ 8
(Lt @) Li(v)

Da (L'(v))* ein Raum L>(p) ist, folgt aus [2] 3.7, dass cwpa* 2-summierend ist; fiir die
Normen gilt
m(awra”) < kallawsa™|| < kalle lwgl la”]-

Dabei ist kg die Grothendieckkonstante (vgl. Seite 8). Weiter ist 5 wegen des Satzes von
Grothendieck (1.3.2) 1-summierend und damit auch 2-summierend, und es gilt

m () < m(B) < kall-

Nach 1.3.6(iv) ist Sawpa* 1-nuklear mit

vi(Bowsa”) < mo(B)ma(owsa”) < wglla”|| lwgll ol 5]

Setzt man K := Ké, so erhalten wir, dass vy 1-nuklear ist, wobei fiir die Norm gilt

vi(vy) < vi(Bawsa®)||5*] < K (18] lla)?|lwy -

Da dies fiir beliebige Faktorisierungen io g = af gilt, erhalten wir durch Ubergang zum
Infimum die Ungleichung v1(vs) < K71 (ig,g)?|lwg||. Zusammen mit 2.1.5 und (6) ergibt dies

S 1] = vi(vy) < Kyaliz,g)? (| lloo-
yeE
Also ist E eine Sidonmenge.

(v) = (i) Sei Cg(G) vom Cotyp 2. Dann ist wy ein Operator endlichen Ranges von einem
Dualraum eines Raumes mit Cotyp 2 in einen Raum mit Cotyp 2. Aus [13] Theorem 1 folgt,
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dass ein Hilbertraum H und Operatoren « : (Cp(G))* — H und § : H — Cg(G) mit
fa = wy existieren, wobei |G| |l < Kljwy| gilt und K nur von der Cotyp 2-Konstanten
von Cg(G) abhéngt. Damit erhalten wir folgende Faktorisierung von vy:

sk

2. E ( wy 2B

LE(G) Cp(G))* Ce(G) L2(G)

H

Mit g g ist auch i g8 2-summierend mit m2(i2, g 3) < ||3]]. Analog ist (i2 g)**o* 2-summierend

mit mo((i2,r)a*) < ||a|. Damit ist auch a(iz g)* 2-summierend mit o2(a(iz,g)*) < |||, wo-
bei oo die Hilbert-Schmidt-Norm bezeichnet (vgl. Seite 11). Es gilt

vi(vy) < oa(izzB)oa(alizg)”) < llallllB]l < Kwg-

Nun kombinieren wir diese Ungleichung mit 2.1.5 und (6) und erhalten

D10l =wlvp) < Klwyll < K| flloos

yeE

womit die Behautpung bewiesen ist. |

Die Bedingung in (v) kann abgeschwécht werden. In [1] bewiesen Bourgain und Milman, dass
E bereits dann ein Sidonmenge ist, wenn Cg(G) nur endlichen Cotyp hat.

Als Folgerung erhalten wir einen Satz, den Varopoulus bereits 1975 in [19] bewiesen hat.

2.2.4 Korollar Falls Cg(G) ein £1-Raum ist, so ist E eine Sidonmenge.

Beweis Dies folgt mit 2.2.3(v), denn £;1-Rdume haben Cotyp 2. [ |

Folgende Ergebnisse erschienen vor zwei Jahren in einem Artikel von Kalton und Pelczynski
[7]. Sie gingen unter anderem der Frage nach, ob komplementierte translationsinvariante
Teilrdume von L'(G) existieren, die zu L1[0, 1] isomorph sind.

e Sei F eine Co-Sidonmenge mit unendlichem Komplement. Dann gilt:

(i) Das kanonische Bild von L},(G) ist nicht in (LL(G))** komplementiert.

(ii) Es existiert ein beschréinkter Operator von L% (G) in einen Hilbertraum, der nicht
2-summierend ist.

(iii) LL(Q) ist kein £;-Raum.
e Sei ¥ C T eine Co-Sidonmenge. Dann gilt:
£ (LE(G), LE(G)) = I (Lp(G), Lk (G))

flir0 <p<2.
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e Ist £ C I eine Co-Sidonmenge, so hat L},(G) die Dunford-Pettis-Eigenschaft, das
heisst fiir jede Nullfolge (z;) in L%(G) und jede Nullfolge (z}) in LL(G)* konvergiert
((z7, x:)) gegen 0.

Wenden wir uns nun den A(2)-Mengen zu.

2.2.5 Satz Sei E C I'. Dann ist E genau dann eine A(2)-Menge, wenn die natiirliche Ein-
bettung is g : Cp(G) — L%(G) 1-summierend ist.

Beweis Sei zuerst E eine A(2)-Menge. Dann existiert wegen 2.2.2(ii) ein K > 0, so dass
I fll2 < K|/ f|l1 fiir jedes f € LL(G) und damit erst recht fiir jedes f € Cg(G) gilt. Das
bedeutet aber, dass i2 p vom Typ (1,2) ist. Mit 2.1.3 folgt nun die Behauptung

Ist andererseits io  1-summierend, so schliessen wir ebenfalls mir 2.1.3, dass i2 g vom Typ
(1,2) ist. Entsprechend existiert eine Konstante K > 0, so dass ||f|l2 < K] f||1 fiir alle
f € Cg(G) und insbesondere fiir alle f € Trigg. Dies ist aber die Behauptung. |

Damit erhalten wir erneut ein Resultat, das uns bereits aus 2.2.1(iv) bekannt ist.

2.2.6 Satz Jede Sidonmenge ist eine A(2)-Menge.

Beweis Sei E eine Sidonmenge. Dann ist wegen 2.2.3(ii) Cg(G) isomorph zu i, und somit
ein £1-Raum. Andererseits ist L% (G) ein £o-Raum. Somit ist nach dem Satz von Grothen-
dieck (1.3.2) die Abbildung i2 g : Cp(G) — L%(G) 1-summierend. Mit dem vorhergehenden
Satz erhalten wir die Behauptung. |

Wir konnen damit eine in der Einleitung erwahnte Beziehung beweisen.

2.2.7 Korollar Sei E C T'. Genau dann ist E eine A(2)-Menge, wenn
7" (Cr(G), LX(@)) = £™(Cr(G), L*(G)).
Beweis ,,<* Nach Voraussetzung ist jo g 1-summierend. Bezeichnet mg die Projektion von

L*(G) auf L%(G), dann ist auch i p = mgjo g l-summierend, und die Behauptung folgt aus
2.2.5.

,=* Sei F eine A(2)-Menge. Fiir u € £(Cg(G), L*(G)) und v € E gilt
[a()] = lla(y)vlle = [lu(y)ll2 < flull-

Damit erhalten wir fiir f € Trigg

lu(f)ll2 = u(D_ FINl2 = 1D Fnamalla = Q_ 1F@)Plak) )2

VEE ~eE vEE
< O IOl = (1 £ll2ull-
yeE

Somit ldsst sich u zu einem Operator @ : L%4(G) — L2(G) erweitern. Mit iz g ist auch
u = Uiz g l-summierend. |
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2.3 Cohenmengen

Um Cohenmengen definieren zu kénnen, benétigen wir noch zwei Begriffe. Ein Mass v €
M(G) heisst idempotent, falls 7(7)? = (), d.h. also () = 0 oder 1 fiir jedes v € T gilt.
Ein Mass v heisst quasi-idempotent, falls |2(y)|> > |(v)| fiir alle v € T.

Eine Menge E C I heisst (quasi-)Cohenmenge, falls £ Triger eines (quasi-)idempotenten
Masses v € M(G) ist: genau fiir v € E€ ist v(y) = 0.

2.3.1 Lemma Sei E C I. Gilt fiir jeden Operator u € £™(L}(G), L*(G)) die Ungleichung
doveE [4(7)|? < 00, so existiert eine Konstante C > 0 mit

(>l < Cllul.

yeE

Beweis Wegen der Voraussetzung ist T : £7(LL(G), L*(G)) — ¥ : u — (a(v)), wohl-
definiert und linear. Offensichtlich ist T injektiv. Fiir eine beliebige Folge a := (), € I
und f € Trigg setze Ua(f) == 3 cp avf(*y)'y. Direkt aus der Definition ergibt sich, dass i,
linear ist. Weiter gilt

laa(Nll2 = 1Y~ arnf(Mlla = (Y lanf ()12

yeE yeE (7)
< (X Y2 £l = () 2l 1l
YeEE

Damit ist i, : Trige — L*(G) stetig mit ||7ia|| < |Ja|l2 und lisst sich eindeutig zu einem
Operator uq : LL(G) — L?(G) fortsetzen. Offensichtlich ist u, translationsinvariant. Somit
ist S : I — £"(LL(G),L*(G)) : @ — u, wohldefiniert. Offensichtlich ist S linear und
wegen (7) stetig mit ||| < 1. Fiir v = (a(y)) gilt

ua(7) = ayy = a(y)y = u(y) ¥y € E;
es ist also ST (u) = uq = u. Wegen
U (Y) = oy ¥y € E\Va € IF

gilt 4, = o, und damit T'S(a) = a. Also sind S und T zueinander invers. Wegen des
Graphensatzes ist T stetig, d.h. es existiert eine Konstante C' > 0, so dass

Q1) = ||Tullz < Cllul
veEE

fiir alle u € £"(LL(Q), L*(Q)). u

Wir wenden uns weiteren Charakterisierungen von quasi-Cohenmengen zu.
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2.3.2 Satz Sei E C I'. Dann sind dquivalent:

(i) E ist eine quasi-Cohenmenge.
(ii) Fiir jedes u € £ (LL(G), L*(Q)) gilt Y oeE |4 (7)]? < oo.
(iii) Fiir jedes u € £ (LL(G), L*(GR)) existiert ein ¢ € L*(G) mit u@\L}E(G) = u.
(iv) Es existiert ein K > 0 so dass fiir alle ¢ € Trig mit ¢(y) > 0 und fiir alle v € E gilt:

> ¢(1) < E|¢lloo-

yeE

(v) Es existiert ein quasi-idempotentes Mass v € M(G), so dass v(vy) > 0 fiir alle y € T
und () = 0 genau fiir v € E°.

Beweis (i) = (ii) Sei p ein quasi-idempotentes Mass zu E. Nach 1.4.18(i) ist der Faltungs-
operator u, : LY(G) — LL(G) wohldefiniert. Sei weiter u € £™(LL(G), L*(G)). Dann ist
uu, € £"(LYG),L*(G)). Nach 1.4.18(iii) ist wu, kompakt und deshalb wegen 1.4.18(ii)
ein Faltungsoperator zu einer Funktion f € LQ(G), d.h. es gilt uu, = uy. Damit folgt:

Sl P < 3 lity) = Sl Plaa ()2 = 3 (@)

yeE yeE yeE yeE
= laP =Y IfP < 115 < o0,
yeE veEE

und das ist die Behauptung.
(41) = (i77): Sei u € LM (LL(G), L?(G)). Nach Voraussetzung ist ¢ := > er @)y € L*(G)
wohldefiniert. Fiir beliebige 71 € F und x € G gilt:

(o (7)) (@) = (@ 1) (@) = (O a()y) * ) (@) = Y aly) (v 7)(x)

yeE yeE

— Z Oyyy = (y)m(z) = u(m)(x).

yeE

Damit stimmen u und u, auf Trigg iiberein. Da aber T'rigg in L}E(G) dicht liegt, gilt sogar
u(f) = uy(f) fiir alle f € LL(G).

(4ii) = (ii) Seien u € £™(LL(G), L*(G)) und ¢ € L*(G) die Funktion, fiir welche u, den
Operator u erweitert. Aus 1.4.18(ii) folgt u, € K" (LY(G), L*(@)). Also ist

Dol = la,(B =Y [e()P < el < oo.

yeE yeEE yeE
(73) = (iv) Sei ¢ € Trig mit ¢(y) > 0 fiir jedes v € E. Definiere damit

uw:Trigg — Trig; f — Z \/@f@)’}’

yeE
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Dann gilt

la(HIE= 11D Ve F 3 =D We P = D IFIPI¢

yeE yeE yeE

W imem =Y Fo) /G (7] —2) () dm (z) /G (—w)e(y)dma(y)

yeE

[ Gl-o)f@dme(a) / (1) e —)dma(y)

I
k’w

2
m
=

=

(v)

/ (71—2) () () o ~y)dme (y)dme (x)

Km

/ (M=) (3ly + ) f (@) o~y — 2)dma (y)dma(z)

Il
6 4
\\\

|
\

Z )(11y) /G (—y — 2)f(z)dme(z)dma(y)

cE

_ / ZE /G o(—y — o) f(@)dme(z)dma(y)
- /G Fn) (e * ) (—y)dma(y)

< il * flloo < NFIF IO Noo-

Damit kann u zu einem Operator @ € £ (LL(G), L*(G)) mit ||a]| = [Ju| < H(pHiéQ erweitert
werden. Wegen 2.3.1 existiert eine Konstante C' > 0, so dass (3_.cp [a(v)[3)Y? < Clul.
Zusammen erhalten wir wie behauptet

Yo @) = e < Clull? < C?llgllo.

yeEE yeEE
(tv) = (v) Sei die Ungleichung in (iv) erfiillt. Betrachte die Menge

Trigt :={f € Trig: f(y) >0 Yy € E}
mit der von C(G) induzierten Metrik. Wegen der Stetigkeit der Fouriertransformation ist
diese Menge in T'rig abgeschlossen. Aus der Ungleichung in (iv) folgt weiter, dass
U Trigh — I f e (F(0))er

stetig ist. Somit ist

W= {feTrig: f() 20Vy € E,>_ &(y) =K}
yeE

in Trig™ und damit auch in Trig abgeschlossen. Seien nun f1, fo € W und A € (0,1). Dann
gilt A

Afi+ (1= Nf2) () = A1) + (1= A fa(7) = 0
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und weiter
D AA+A=NL)M) =D M)+ A=) =AD AN +1=X D ()
yeE yeE yeE yeE

=AM+ (1-MNK =K.
Somit ist gezeigt, dass W konvex ist. Mit

{f €Trig: |[fllo <1}

ist auch
O={feTrig: f=g1+92:lg1]lc <1,—g2(7) > 0Vy € E}
={feTrig:|fllc <1} +{f €Trig: —fa(y) 20 Vy € E}

offen in Trig. Seien fi, fo € O und A € (0,1). Sei weiter f; = g%l) + 952), fo= gél) + 952)
eine Zerlegung gemiss Definition von Q. Dann gilt

M+ (1= 205 oo < Mg oo + (1 = V198 ]loo < A+ (1= 2) = 1.
Wie bereits oben gezeigt, gilt auch
(—(Ag? + (1= Mg (7) = 0 vy € E.

Damit ist auch O konvex. Wegen ||0]lsoc =0 < 1 und —0(y) =0 fiiralley € Eist 0 =0-+0 €
0.

Wir zeigen nun, dass W und O disjunkt sind. Nehmen wir an, es gibt ein f € W N Q. Dann
finden wir Funktionen g1, gs € Trig, so dass [|g1]lec < 1, —ga(y) > 0 fiir alle v € E und
f = g1 + g2. Zusammen mit f(y) > 0 fiir alle v € E ergibt sich, dass g1(y) = f/—\gg(’y) >0
fiir alle v € E. Wenden wir (iv) auf g; an, so folgt

K> Klglloo =Y F=g01) =) f(v).
yeE yeE
Dies widerspricht aber der Voraussetzung f € W.

Wegen des Trennungssatzes von Hahn-Banach existieren eine Linearform T : T'rig — C und
eine reelle Konstante C' so, dass

ReT(f) < C Vf €O, (8)
ReT(f) > C VfeW. (9)

Da 0 in O liegt, ist C positiv und kann durch Skalierung von T' gleich der Konstanten K
aus (iv) gewihlt werden. Da Trig in C(G) dicht ist, kann 7" eindeutig zu einer Linearform
we M(G) = (C(G))* erweitert werden. Es gilt also

T(g) = /G 9(x)du(z) Yg € C(G),
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und die Ungleichungen (8) und (9) lauten
Re/ flz)du(z) < K Vf €O,
G
Re/ flz)du(z) > K VfeW.
G

Damit definieren wir ein weiteres Mass v € M(G) durch v(A) := u(—A) fir A € B(G). Fiir
die Fourierkoeffizienten gilt

ﬁ«n::jgcn—xwhmw:=/Qcﬂ—xﬁuwx>=ng—vra»mmx>=zu—w» (10)

Waihle ein beliebiges v; € E. Fiir ¢ := Ky gilt

. K Jfallsy=mv
P(v) =
0  sonst.

Damit ist ¢ ein Element der Menge W. Weiter folgt
1ﬂﬁ«n>::Kvu—vozcheﬂ«Jn>:szejg—vn—xmu@>
:KM/MWW@=M/KMWWWZM/w@@@ZK
G G G

also 1 < |D(71)| fiir 71 € E. Wir behaupten, dass v sogar ein quasi-idempotentes Mass ist.
Dazu fehlt nur noch der Nachweis von ©(y) = 0 fiir v € I' \ E. Nehmen wir an, das sei
falsch; fiir ein v; € '\ E ist (1) # 0. Mit (10) folgt fi(—v1) # 0. Wihle o € C so, dass
afi(—y1) = K. Setze ¢ := av1. Da ¢(y) = 0 fiir alle v € FE ist, stammt ¢ = 0+ ¢ aus O.
Damit ergibt sich ein Widerspruch:

K>Lﬂmwm—wem—K

Um (v) zu beweisen, bleibt zu zeigen, dass v(y) > 0 fiir v € E. Nehmen wir an, das sei

falsch. Dann ist () < 0 fiir ein v € E. Fiir ¢ := %’y ist —p(y) = —% >0, d.h. p € O.
Wegen
K K K
K> [ elwut) = 5 [ Olo)duta) = 5o [ (l-a)dute) = 5 i) = K
G () Ja () Ja ()
bekommen wir einen Widerspruch.
(v) = (i) ist trivial. [

Der vorhergehende Beweis stammt aus [8]. Eine Anwendung von 2.3.2 erlaubt es uns, quasi-
Cohenmengen mit Hilfe von Banachidealen zu charakterisieren.
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2.3.3 Satz Sei E C I'. Dann sind dquivalent:

(i) E ist eine quasi-Cohenmenge.

(ii) Fiir alle F C T haben wir Il (Cg(G), L%(GQ)) = Ni"(Cg(G), L%4(G)), und mit einer
nur von E abhingigen Konstanten K > 0 gilt

m1(u) < vi(u) < Km(u) Yu € T (Cr(G), L3(G)).

(iii) Fiir alle F C T haben wir £ (L%(G), Cr(Q)) = T (L%(G), Cp(G)), und es gilt
lull < oo (u) < Cllul| Yu € £7(LE(G), Cr(G))

mit einer nur von E abhédngigen Konstanten C' > 0.

Beweis (i) = (i1) Die Inklusion
NI™(CE(G), Li(G)) € ™ (CE(G), Li(G)).
ist klar (1.3.6(i)).

Sei umgekehrt u € I (Cg(G), L%4(G)). Nach 2.1.3 existiert ein stetiger Operator @ :
LL(G) — L%4(G), so dass u = @iy pg. Setze ug = ko pi : LL(G) — L?(G). Nach dem
Satz 2.3.2 existiert ein ¢ € LY(G), so dass ug = uyk1,g. Da i1, und ki p l-summierend
sind, ist u = mpu, k1 gi1,g nuklear. Fiir die Normen gilt

vi(u) = vi(mrpugki pine) < vi(upk gite) < mi(ugkl g)mi (i)

< mi(up)mi(ine) < kallug||Ti(ine) < ke K ||luomi(i1,E)
= kg K|t||m(i1,5) < kagKm (w)m(i1,E).

Dabei ist 7 die Orthogonalprojektion auf L4(G).
(i1) = (i17) Sei v € L™ (L4(G), Cp(G)). Nach 1.3.6(xi) gilt
[Too, Yoo| = [Zoos teo] = [H7, 1]

Wir haben also zu zeigen, dass eine Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir jede Wahl von
endlichdimensionalen normierten Réumen X, Y und w € £(X,L4(G)),u € £(Cg(G),Y)
und t € £(Y, X) gilt:
| tr(tuvw)| < Cmy(8)[|ul] [|lwl

Seien also solche Operatoren gewihlt. @ = wtu € £(Cg(G), L%(G)) hat endlichen Rang.
Wegen 1.5.4 gelten

tr(tgv) = tr(aw), und m(tew) < ().
Aus (ii) folgt die Existenz einer Konstanten K = K(E) > 0 mit v;(w) < K71 (w) fiir jedes
w € I (CE(G), L%(G)). Insgesamt erhalten wir:

| tr(tuvw)| = | tr(vwtu)| = | tr(av)| = | tr(tev)|
< V1 (ligv) < V1 (Taw)[[v]| £ K1 (Uao) |0
< Kmi(a)|[o]| < Kol wllm (&) [|u]-
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Somit ist v € 'y (L4(G), Cg(G)), und es gilt die Abschitzung vo0(v) < K|Jv]|.
(i4i) = (i) Wir verwenden in diesem Schritt 2.3.2(ii). Sei u € £ (LL(G), L%4(G)). Weiter

sei A eine beliebige, endliche Teilmenge von I', und 74 bezeichne die Orthogonalprojektion
L3(G) — L% 4(G). Setze u” := maui; p. Wihle endlichdimensionale normierte Riume
X und Y sowie Operatoren s € £(X,Cg(G)), r € £(L%4(G),Y) und t € £(Y,X) und
setze v := str. Fiir w := vgy € LM (L4 4(G),Cr(G)) gilt mit 1.5.1 tr(uv) = tr(utw)
und |lw|| < |lv]|. Wegen (iii) ist w € T2 (L%, ,(G), Cr(G)), und es existiert eine Konstante
Ky := K1(F) > 0, so dass 71 (w) < Kj||wl||. Weiter ergibt sich

| tr(uo)] = |tr(utw)] < vi(utw) < m(u)yec(w) < Kymy(u?)|w]] < Killul| [follm (i1,5),
und damit

| te(tru’ts)| = [tr(ustr)| = [ te(u?o)| < Kallull [[v]lmi(i,e) < KillullmGue) it 7] s)-
Mit [2] 5.26 erhalten wir

u(u?) = ni(u?) < Killul|m (irp) = Kal|ul,

wobei Ko := K7 (i1,p) unabhiingig von u und A ist. Wegen 2.1.1 finden wir ein ¢ € L%(G),
so dass u? = u,. Die Abschéitzung aus 2.1.1 liefert mit einer von A unabhéngigen Konstanten

lellz < Ksn(u?) < K3Ks|ul|.

Aus der Definition von u? ergibt sich direkt 7;;‘(7) = u(7y), falls v € A, und 7}7‘(7) =0, falls
v €T\ A. Damit erhalten wir

el = 1@ =Y A =3 la()?
yel’ YEA

Insgesamt ergibt dies

Y lamP = sup Zlu )I* < KZKG|[ul.

~el ACT, endl

Nach 2.3.2(ii) ist F eine quasi-Cohenmenge. [ |

Der Beweis zeigt etwas mehr: wenn (i) fiir ein F' erfiillt ist, so gilt (ii4) mit demselben F.

2.3.4 Satz Sei E C I'. Falls Cg(G) isomorph zu einem Quotienten eines Loo(p)-Raum ist,
so ist I eine quasi-Cohenmenge.

Beweis Sei ohne Einschrinkung w : L*(u) — Cg(G) eine Quotientenabbildung, und sei
u € £ (L%(G),Cp(G)) beliebig. Fiir jedes v € E existiert ein z, € L (u) mit wr, = 7.
Da ||w|| <1 ist, kénnen wir annehmen, es sei ||z, < 2||7|| = 2. Fiir jedes f € L%(G) gilt

Yo lanfmzsllee = Y laHF D ey e <2 ()] 1f(y

yeE yeE yeE

<203 e 2O IF MDY =203 [am)I?) 2 flle.

yeE veE yeE
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Dieser Ausdruck ist wegen 2.1.6 endlich. Damit ist der Operator

v LR(G) — L2(u); f= > a(y) f(y)ay

yeE

wohldefiniert und stetig mit [[v]| <203 ,cp [4(y)[>)Y/2. Weiter erhalten wir fiir f € Trigg

(wo)(f) = w(v(f)) =w)_aNFf)zy) =D aly) f(yw(z,)
vEE veE
=Y aNf)r =D ulf()y) =ud_ F()) = ulf),
yeE yeE yeE

und damit gilt wv = u, da Trigg in L%(G) dicht liegt. Damit faktorisiert u durch einen
Loo(p)-Raum, gehort also zu I'7(L2%(G), Cg(G)). Wegen des vorhergehenden Satzes ist F
eine quasi-Cohenmenge. |

Im folgenden Satz wird gezeigt, wie man aus gegebenen quasi-Cohenmengen neue konstru-
ieren kann.

2.3.5 Satz Seien G; kompakte, abelsche Gruppen, I'; die dazugehdrigen dualen Gruppen
und Ej C I'; quasi-Cohenmengen (j = 1,2). Dann gelten:
(i) E1 X Ej ist eine quasi-Cohenmenge in I'y x T's.

(ii) (T1 x T9) \ ((I'1 \ E1) x (T2 \ E2)) ist eine quasi-Cohenmenge in I'; x T's.

(iii) Falls G1 = Gq gilt, so ist 1 U E3 eine quasi-Cohenmenge in I'y = I's.

(iv) Falls G1 = G gilt, so ist E1 N Es eine quasi-Cohenmenge in 'y = T's.

(v) Fiir jeden Gruppenhomomorphismus W : T'y — 'y ist ™1 (Ey) eine quasi-Cohenmenge

inTy.

Beweis Seien fiir den ganzen Beweis g, g2 geméss 2.3.2(v) zu den Mengen Ej und Es
gehorende quasi-idempotente Masse mit fi;(y) > 0 fiir v € I.

(i) Aus 1.4.11 wissen wir, dass 11 ® fi2(7) = fu1(71)fi2(72) fiir jedes v = (71,72) € T(G1xGa).
Genau dann ist also ILL@Q('Y) =0, wenn fi1(71) = 0 oder fia(72) = 0, d.h. wenn v; &€ E;
oder 7o ¢ Fs. Dies ist wiederum gleichbedeutend damit, dass (y1,72) € F1 X Fs. Damit
haben wir gezeigt, dass der Triger der Fourier-Stieltjes-Transformierten von p; ® po die
Menge E7 x Ej ist. Ebenfalls mit 1.4.11 gilt

|1 @ pa (NP = [ () Plaz(v2) P = [ (3)[1fi2 (v2)] = |1n @ pa (7)),
womit g1 ® po quasi-idempotent ist. Also ist Ey X Fy eine quasi-Cohenmenge.

(ii) Setze v 1= p1 ® do + do @ pi2. Dann ist D(y1,72) = fi1(71)80(72) + do(71)f2(y2). Fiir
(71,72) € Ef x ES ist offenbar (y1,92) = 0. Da do(vi) = [, vi(z)ddo(x) = 7;(0) = 1 und
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weil p; ein positives Mass ist (i = 1,2), gilt ©(y1,72) = 0 genau dann, wenn (v1,72) €
(Fl \ El) X (FQ \ EQ). Der Tréger von ¥ ist also (Pl x I'y \ ((Pl \El) X (FQ \ EQ)) Mit der
Positivitat der Masse erhilt man noch
(v, 72) P = () + f(32)|* = (@1 () + f2(12))* = (fn(1))? + (2 (12))?
= (1) + f2(y2) = () + f2(2)];
d.h. v ist quasi-idempotent.
(iii) Da py und po positiv sind, ist der Trager von (i1 + fi2) die Menge F; U Es. Ebenso

einfach erhalt man mit

() + p2(9)P = (u1() + p2(7))* = p1(9)* + p2(9)? = pa(y) + p2(V|pa(v) + p2 ()1,

dass p1 + po quasi-idempotent ist.

(iv) Aus g1 * m2(y) = f1(y)fa(7y) folgt, dass v := py * po ein quasi-idempotentes Mass mit
Tréger E1 N Ey ist.

(v) Sei ¥! der zu ¥ transponierte Gruppenhomomorphismus (vgl. 1.4.7). Definiere damit
durch pu(A) = u((¥H)~1(A)) fiir alle A € B(G1) ein Mass auf G1. Dann gilt fiir jedes
v eTy:

Aly) = /G (@) dp() = /G (W () dpa(y) = / (U) () dpa(y) = fia(T).

G2
Daraus folgt sofort, dass p idempotent ist. Weiter ist fi(y) = 0 genau dann, wenn fi2(¥~y) = 0.
Das ist dquivalent zu ¥y € Ey, das heisst zuy € W~!(Ey). Der Triiger von p ist also U1 (Ey).
|

2.3.6 Bemerkung Quasi-Cohenmengen stehen in enger Beziehung zu Co-Sidonmengen. In
[9] Cor. 3.4 wird gezeigt, dass es zu jeder Sidonmenge E C I' ein Mass vg € M(G) gibt,
so dass Dp(y) = 1 fiir v € E und |Pp(v)| < § fiir v € E° Setze p := 2(6 — vg). Wegen
do(7) = 1 fiir jedes v € T ist ji(y) = 2 — 20g(7y). Damit gilt fiir jedes v € E

A =12 =20p(y)| 2 2 -2[Pp(y)[ = 1
und fiir jedes v € E°¢
fi(y) =2 = 20p(y) = 0.
[ ist also quasi-idempotent, und E€ ist eine quasi-Cohenmenge.

Die Beziehungen zu den Sidonmengen sind indessen weit enger: nach [8] ist £ C I' genau
dann eine Sidonmenge, wenn das Komplement jeder Teilmenge von F eine quasi-Cohenmenge
ist.
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2.4 Marcinkiewiczmengen

Eine Menge E C I' heisst Marcinkiewiczmenge, wenn ein translationsinvarianter Operator
vg : Trig — Trig existiert, so dass gelten:

(i) Es existiert ein 0 < p < 1, so dass vg Typ (1,p) hat,
(ii) |[vE(y)| =1 fir v € E und 0(y) = 0 fiir v € E°.

Falls vg die Bedingungen

(i) Es existiert ein 0 < p < 1, so dass vg Typ (1,p) hat,
(it) [9]* = [0k,
(iii) vp(y) =0« v € E-.
erfiillt, so heisst £ quasi-Marcinkiewiczmenge. Die Bedingung (iii) bedeutet insbesonde-
re, dass das Bild von vg in Trigg liegt.
Natiirlich ist jede Marcinkiewiczmenge auch eine quasi-Marcinkiewiczmenge.

2.4.1 Satz Seien E C T eine quasi-Marcinkiewiczmenge und u € £ (Cg(G), L*(G)). Dann
sind dquivalent:

(i) w ist nuklear.
(ii) w ist Ly-faktorisierbar.

(iii) w ist O-summierend.

Beweis (i)=-(ii) ist klar.

(ii)=-(iii) Dies folgt aus dem Satz von Maurey (1.3.1 (ii)): alle Operatoren von von L!(u)
nach L?(v) sind 0-summierend. Ist also u = ab eine Faktorisierung durch L!(p), so ist mit a
auch v 0-summierend.

(iii)=>(i) Seien u € I (Cg(G), L?(G)) und vg wie in der Definition der quasi-Marcinkiewicz-
menge. Wegen vg(y) = 0 fiir v € '\ E kann vg als Operator von Trig nach Trigr aufgefasst
werden. Fiir v € E ist weiter [0g(7y)| > 1. Anwendung von 2.1.4 mit p = oo und ¢ = 2 zeigt,
dass uvg vom Typ (1,2) ist. Damit kann uvg auf L'(G) erweitert werden. Wegen 1.4.18 (ii)
existiert ein ¢ € L?(G) mit w = uy,. Es gilt

S la() P <> laty)ie())? =Y lwwe())* =Y la.(* = 6]
~er ~yel ~vel ~vel ~vel

Somit ist

pi=Y_a(y)y € L*(G)

verl’
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wohldefiniert. Fiir ein beliebiges f € Cg(G) gilt

up(f) = f = a(y)y) « f =D a()y*f=>_a)Ff)y

el ~yel ~yer
=> F@uly)y=ud_ f(1)y) = u(f).
yerl’ yel
Aus 2.1.1 folgt nun die Behauptung. |

2.4.2 Satz Sei F C I'. Dann sind dquivalent

(i) N{™(Cp(G), L*(G)=T1"(CE(G), L*(G)).
(i) Ist u € £ (L?(G), Cp(Q)), so ist u* 1-summierend.

Beweis (i)=(ii) Wir verwenden das Kriterium aus 1.3.7. Seien dazu u € £"(L?*(G), Cg(Q))
und v € F(Cg(G), ), w € F(l;, L*(G)) mit ||w| = ||v|| = 1.

Wir haben 71 (wv) < [Jw| ||v]] < 1. Sei w := (W) € T (CE(G), L*(G)). Dann gilt wegen
1.5.4(1) y1(w) < v1(wv) <1 und tr wvu = trwu. Die Voraussetzung ergibt die Existenz einer
Konstanten K, welche nicht von w € T9"(Cg(G), L?(G)) abhingt, so dass v1(w) < K71 (w).
Es ist

| tr(wou)| = [tr(wu)] < v (w)ul] < Kul].

u* ist also 1-summierend, und es gilt m (u*) < K||ul|.

(ii)=(i) Wegen 1.3.6(ii) ist nur die Inklusion ,D“ nicht trivial. Gemé&ss 1.3.6(vi) miissen
wir nur zeigen, dass jeder Operator v € 'V (Cg(G), L*(G)) 1-integral ist. Dazu benutzen
wir die Beziehung [Z1, 1] = [£%, ] - [|*] aus 1.3.6(xiii). Seien X und Y endlichdimensionale
normierte Riume, w € £(X,Cg(Q)), u € £(L*(G),Y), t € £(Y,Cg(G)). Bilde damit s :=
wtu € F(L*(G),Cp(G)) sowie w := s4,. Aus der Voraussetzung folgt, dass eine Konstante
K > 0 existiert, so dass 71 (u*) < K||ul| fiir jedes u € £ (L?(G), Cp(G)) gilt. Zusammen
mit [}, 7] = [, 7¢] (1.3.6 (xi)) erhalten wir

| tr(tuvw)| = | tr(wtuv)| = | tr(sv)| = |tr(wv)| < 31 (w)m1(v¥)
< Ky (@)[[v*]l < Ky (s)l|ofl < Kfollya (@)l flwl]

Damit ist v nuklear mit v (v) < K||v|]. [ |

Nach dem Satz von Grothendieck 1.3.2 hat jeder Operator u : L?(G) — C(G) eine 1-
summierende Adjungierte. Das folgende Korollar zeigt, dass dies bei geeigneter Wahl von
E C T bereits fiir Operatoren mit Bild in Cg(G) gilt.

2.4.3 Korollar Sei E C T' eine quasi-Marcinkiewiczmenge. Dann ist fiir jeden Operator
v e £ (L*(G),Cg(Q)) der adjungierte Operator v* 1-summierend.

Beweis Wegen 2.4.1 gilt Ni"(Cg(Q), L*(GQ)) = '™ (Cp(G), L*(G)), und die Behauptung
folgt direkt aus 2.4.2. [ |
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Paley bewies, dass eine Konstante C' > 0 existiert, so dass fiir jedes f =Y 2| a,t" in der
Diskalgebra A(ID) die Abschitzung (32, |ag[?)Y/? < C||f||1 gilt. Einen Beweis findet man
zum Beispiel in [20]1.B.24. Die erste Aussage des folgenden Korollars verallgemeinert dieses
Resultat.

2.4.4 Korollar Sei E C I' eine quasi-Marcinkiewiczmenge. Dann gelten:

i) Fiir jede Familie (a~)~er in C mit ay = 0 fiir v € E° folgt a,|? < oo aus
! vy ¥ ~ver 18y
> ver lay f(7)] < e fiir alle f € Cg(G).

i) Ist w : Trigg — Trig ein translationsinvarianter Operator vom Typ (r,2) fiir ein
g
0<r<1,sogilt) cr [4(7)]? < oo.

Beweis (i) Gemiss Voraussetzung ist w : Cg(G) — L(T); f — (a,yf(’y))7 wohldefiniert. Die
Linearitdt von w ist klar. Um die Stetigkeit zu beweisen, verwenden wir den Graphensatz.
Sei dazu (fy,) eine Folge in Cg(G), die gegen f € Cgr(G) konvergiert und fiir die w(f,) in
I,(T") gegen (by)~er konvergiert. Weil fiir jedes v € I'

by = lim w(fn)y = nh_{go avfn(’Y) = avf(V) =w(f)y

n—oo

gilt, haben wir w(f) = (by). Weiter definieren wir einen Operator v : ;(I') — L%(G) durch
die Vorschrift v(ey) := v fiir v € E und v(ey) = 0 sonst. Fiir f € Trigp und b € I gilt

vwny(f) = v(ay(f(71))y) = v(ay ((71=0)f(1)5) = D ay (7| =b) f(7)

vyel

=> " a, F N0 =D ay f () = (> arf (1)) = mow(f).

yerl yel yel

Da Trigr in Cg(G) dicht ist, konnen wir folgern, dass vw translationsinvariant ist. Nach
2.4.1 ist vw 1-nuklear. Damit existiert wegen 2.1.1 ein ¢ € L%(G), so dass vw = u, . Fiir
jedes v € I gilt vw(y1) = a,, wegen

vw(n) = aA(n)n = ay 7.
vyer

Die Behauptung folgt aus

dolayP =3l =Y la,(MIF =) 16()I° < oo

yel’ yel’ vyel yel’

(ii) Seien 0 < r < 1 und w : Trigg — Trig ein translationsinvarianter Operator vom
Typ (r,2). Sei & € £(L%(G), L*(G)) die eindeutige Erweiterung von u. Mit i, g ist auch
v := Ui, g r-summierend. Aus 2.4.1 folgt, dass v 1-nuklear ist. Wegen 2.1.1 gilt v = u,, fiir
ein p € L%(G). Fiir jedes v € E ist

v(7) = ig.p(7) = al(y) = uly) = a(y)7,
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d.h. 9(y) = (7). Die Behautpung folgt nun aus

DolaP =Y [P =Y las(n)PF =) 16 < oo

YEE YEE vEE ~EE [ |

2.5 Gordon-Lewis-Mengen

Der folgende Abschnitt kniipft an eine weitere klassische Eigenschaft von Banachriumen
an. Ein Banachraum X hat die Gordon-Lewis-Eigenschaft, kurz X € GL, wenn jeder
Operator u € I, (X, ) Li-faktorisierbar ist.

Unter jeder der folgenden Bedingungen besitzt der Banachraum X die Gordon-Lewis-Eigen-
schaft:

o X™* ist komplementiert in einem Banachverband.
e X ist isomorph zu einem Quotienten eines C'(S)-Raumes.

e X ist isomorph zu einem Unterraum eines £;-Raumes.

Weiter hat X genau dann die Gordon-Lewis-Eigenschaft, wenn dies auch fiir X* gilt. Die
Beweise dazu findet man in [15].

Wir betrachten nun die analoge FEigenschaft fiir translationsinvariante Operatoren. Ein trans-
lationsinvarianter Banachraum X von C-wertigen Funktionen hat die invariante Gordon-
Lewis-Eigenschaft, kurz X € IGL, wenn II{" (X, L?(G)) = T (X, L*(Q)).

Entsprechend nennen wir £ C I' eine Gordon-Lewis-Menge, wenn der Raum Cg(G) die
invariante Gordon-Lewis-Eigenschaft hat.

Offenbar gilt X € IGL fiir jeden invarianten Raum X € GL.

2.5.1 Lemma Sei F C I' eine Gordon-Lewis-Menge. Dann existieren Konstanten C1 und
Cs, so dass gilt

m(u) < Crmi(u) < Comi(u) Yu € I (Cp(G), LX(G)).

Beweis Die zweite Abschitzung haben wir bereits in 1.3.6(vi) gesehen. Aus dieser folgt
auch, dass die Identitit ® : 7" (Cg(G), L*(G)) — O (Cp(G), L*(G)) stetig ist. Mit dem
Graphensatz folgt die Stetigkeit der Umkehrabbildung und damit die erste Ungleichung. B

Gordon-Lewis-Mengen stehen in enger Bezichung zu den bereits eingefiihrten Mengen.

2.5.2 Satz Genau dann ist E C I' eine quasi-Cohenmenge, wenn E sowohl eine quasi-
Marcinkiewiczmenge als auch eine Gordon-Lewis-Menge ist.
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Beweis ,=* Sei E eine quasi-Cohenmenge. Aus 2.3.3 wissen wir, dass
" (Cp(G), L*(G)) = N{"™(Cp(G), L*(G)).
Zusammen mit 1.3.6(ii) und 1.3.6(v) erhalten wir
IY(Cp(G), L(G)) C I (Cu(@), IX(@) = NJ™(C(G), L*(@)) € T{(Cp(G), L(G))
d.h. T (CEe(G), L3(G)) = I (CE(G), L*(G)). E ist also eine Gordon-Lewis-Menge. Um

zu zeigen, dass E quasi-Marcinkiewicz ist, setzen wir vg := w,|rrig, wobel v ein quasi-
idempotentes Mass wie in der Definition von quasi-Cohenmengen ist. Da w, als Faltungs-
operator Typ (1,1) hat, erfiillt vy die Bedingung (i) in der Definition. Die Bedingung (ii)
ergibt sich direkt aus der quasi-Idempotenz von v, denn es gilt

e = [2()F 2 [2(y)] = [op()]-
Die letze Voraussetzung ist wegen 0(y) = 0(7) fiir v € E erfiillt.

»<=" Da I eine quasi-Marcinkiewiczmenge ist, gilt wegen 2.4.1
NI™(CE(G), L*(G)) = I'{"(CE(G), L*(G)).
Weil E auch eine Gordon-Lewis-Menge ist, folgt weiter
" (CE(G), L*(G)) = I'{"(Ce(G), L*(G)).

Aus 2.3.3 zusammen mit der an den Beweis anschliessenden Bemerkung folgt die Behaup-
tung. |

Eine &hnliche Charakterisierung exisistiert auch fiir Sidonmengen.

2.5.3 Satz E ist eine genau dann eine Sidonmenge, wenn E sowohl eine A(2)-Menge als
auch eine Gordon-Lewis-Menge ist.

Beweis Von Pisier [14] 3.3 iibernehmen wir, dass jede A(2)-Menge, die auch eine Gordon-
Lewis-Menge ist, eine Sidonmenge ist. Sei £ umgekehrt eine Sidonmenge. Nach 2.2.6 ist
E eine A(2)-Menge. Sei u € I (Cg(G), L*(Q)). Sei weiter g die Orthogonalprojektion
von L%(G) auf L%(G). Dann ist u = ke grpu. Nach 2.2.3 ist mpu und damit auch u L;-
faktorisierbar. Somit ist E auch eine Gordon-Lewis-Menge. |

Die folgenden zwei Sétze werden in erster Linie dazu benutzt, um zu zeigen, dass eine gege-
bene Menge E C I' keine Gordon-Lewis-Menge ist. In [8] Proposition 6.0 findet man dazu
ein Beispiel.

2.5.4 Satz Seien E eine Gordon-Lewis-Menge und 0 < r < oo. Dann existiert eine Kon-
stante C := C(E,r), so dass fiir alle u € £ (LL(G), L*(Q)) und v € £™(LY(G), L'y(Q))
gilt:

O lameMI*? < Cllulhelloll,-

vel
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Beweis Mit i1 : Cp(G) — L}E(G) ist auch wi; p 1-summierend; dabei gilt m(uiy g) <
m1(i1,5)||u||. wii g ist Li-faktorisierbar, denn E ist eine Gordon-Lewis-Menge. Wegen 1.3.1
(ii) ist ui1 g r-summierend, und mit einer Konstanten Cy > 0 gilt

mr(uirg) < Cryi(uiy p) < C1Com(uig) < m1(i1,5)C1C02||u||.

Betrachte nun den Operator v : Trig — Trigg; f — v(f) und wende 2.1.4 mit p = oo und
q =2 auf wi; g und v an. Es folgt, dass wiy v vom Typ (1,2) ist und dass

i z0ll1e < m(uir,p) ol < Cllullol,

mit C = 7 (i1,5)C1C; gilt. Weiter erhalten wir

uit5o(y) = 4(7)in,p(1)0() = @(7)d(y)

fiir jedes v € E. Da ui; gv € £™(LY(G), L*(G)) Bild in L%(G) hat, existiert nach 1.4.18
ein ¢ € L%(G) und ein von ¢ unabhiingiges K > 0, so dass ui1 gv = u, und ||¢|l2 < K|juy|.
Die Behauptung ergibt sich nun aus

S lamom)IP =3 i =Y lag? = 3 14 = llel3

yeEE yeEE yeEE yeEE
< K2 ugl? = K |luirpo]|* < K2C?|lul?|l0]*. u

2.5.5 Satz Seien E C T' eine Gordon-Lewis-Menge, u,v € £ (LL(G), L*(@)) und f €
Trigr. Dann existiert ein C := C(E) > 0, so dass

> ) Faml < Cllull o] 11 llso-

yeE

Beweis Zu einem fest gewédhlten f € Trigp sei wy der Operator aus 2.1.5. Weil i1 g
1-summierend ist, gehdren wiy g und viy g zu 17" (Cr(G), L*(G)). Da E eine Gordon-Lewis-
Menge ist, folgt daraus, dass wii g und viy g zu I (Cg(G), L?(G)) gehoren und dass mit
einer nur von F abhéngigen Konstanten C' > 0

'yl(uiLE) < C7T1(U7L17E) (11)

und
Y1 (vir,p) < Cm(viy,E) (12)

gelten. Setze vy := viy gwy(i1,p) u* € £(L*(G), L*(G)). Dann existieren Masse p und v
und Operatoren a € £(L'(u), L*(G)), b € £(Cp(G), L' (1)), ¢ € £(L>®(v), (Cg(G))*) und
d € £(L*(G),L>(v)), so dass folgendes Diagramm kommutiert:

RS 21 (c) B V7 R (e)) e (e () S o (e) N # N(e) M A (e)

d c b a
L®(v) L)
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a und bwyc sind 2-summierend, so dass vy 1-nuklear ist. Mit einer Konstante K > 0 ist
vi(vy) < Kyi(uir,g) v (vige)|| f{loo-

Zusammen mit (11) und (12) erhalten wir

vi(vy) < KC%my(uir,p)mi (viv )| flloe < KC?mi(ine)|[ull [lo]l | fllo < KC?|full ]| [|£lloo-

Fiir 2* € (L*(Q))* gilt

vp(z) :v(z’ (wr (i, E)*(U*(w*))))) = v(in,p(wy(u’(z%) 0i1,5)))

—o(ine(Y iy ) 0i1E,7)7)) = v( f(v)<U*w*”Y>7)
YEE
= Z (u ™, v)v Zf (z*, uy)d ( )y
yeE
- Z => f& 7)Y

veE

S
Z Yi(y)d(y)y ® 7) ().
(S

/—\Q

Daraus folgt v1(vy) = o1(vy) = Z’YGE ’f('Y)Hﬂ(’Y)H@('Y” u

2.5.6 Lemma Sei £ C I'. Fiir jeden Operator u € £™(L?(G), Cs(Q)) gilt

O @MY < ful.

veEE

Beweis Mit js ist auch jokpu 2-summierend, und somit ein Hilbert-Schmidt-Operator
(1.3.6(ix)). Es gilt

S laR)2 = (X a2 = (3 lizkzurld)2 < oaiakeu) < malio) ull = [lul.

yel vyerl’ yerl’ m

2.5.7 Satz Seien E C T und 2 < p < oo so, dass L} (G) die invariante Gordon-Lewis-
Eigenschaft hat. Genau dann ist w € T (LE.(G), L*(G)), wenn ein ¢ € L*(G) existiert, so
dass w = uy| 2 (c)- In diesem Fall existiert ein C' > 0, so dass

Ireels = (3 ()2 < Cm(w).

yeE

Beweis ,,<“ Sei ¢ wie in der Behauptung, und sei u, : LY(G) — L*(G) der zugehérige
Faltungsoperator. w = uyk1 gip 1,5 = u¢|L%(G) ist Lq-faktorisierbar.
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,=" Seien p ein Mass und a € £(L' (), L?(G)) und b € £(LE(G), L (1)) Operatoren, so
dass w = ab. (L4,(G))* ist ein Quotient des £,«-Raum L (G), beide Riume haben Cotyp 2
wegen p* < 2. Folglich ist

L(L= (), (Lp(G))") = (L™ (), (LE(G))"),
und insbesondere gehért b* zu Iy (L™ (), (L% (G))*). Es gibt also einen Hilbertraum H und

Operatoren ¢ € £(H, L' (1)) und d € £(LE(G), H), so dass b : LE(G) g L'(p). Mit a
gehort auch ac zu I, (H, L?(G)). Wegen 2.5.6 gilt fiir jedes v € £ (L?(G), Cr(G))

Y dippoy? =Y lldoy)y > = Y llotarl® < Y o)Plldl| )2

yeE yeE yeE yeE
<[ dI* Y [P < [l (o>,
yeE

Also ist auch di, gv ein Hilbert-Schmidt-Operator und gehért damit zu I, (L*(G), H) (vgl.
1.3.5(ii)). Damit ist wi, pv als Komposition von zwei 2-summierenden Operatoren nuklear
(1.3.6(iv)) und es gilt folgende Abschatzung:

1 (wipsv) < 02(ac)os(dippv) < m(ad)|d] o] < (@)l [d] vl < wellal el ] [o].
Durch Ubergang zum Infimum iiber alle Faktorisierungen erhalten wir

vi(wip pv) < Key(w)]|vf]-
Fiir jedes v € £(L?(G), C(Q)) gilt

| tr(wip, po)| = | tr(wip, pvan )| < vi(wip,Even) < ke (W)[[van | = Keyi(w)]o]-

Somit ist wi, g 1-integral und wegen 1.3.6(vi) auch l-nuklear. Wegen 2.1.1 existiert ein
¢ € L*(G), so dass wip g = uy|cy(q) und damit w = |z () Da w auf L%(G) definiert
ist, kann ¢ durch mgy ersetzt werden.

Es bleibt noch die Ungleichung zu zeigen. Dazu betrachten wir
@ {uy : o € LH(G)) — TP™(L(G). LA(G)):up = ugliy
Wegen des ersten Teils des Beweises ist @ wohldefiniert und offensichtlich linear. Die Stetig-
keit folgt aus
1(®(up)) = M (upkr pip1,E) < [uplvi(kie).
Weiter ist ® injektiv und wegen des zweiten Teils des Beweises surjektiv. Aus dem Graphen-
satz und 1.4.15 folgt fiir w = u, € I (LL,(G), L?(G)) mit von ¢ unabhingigen Konstanten
C1 und Cy
ImEellz < Cillug || < Coyi (@7 (up)) = Coyi(w).

Damit ist die Behauptung bewiesen. |

Hat also L%(G) fiir 2 < p < oo die invariante Gordon-Lewis Eigenschaft, so sind die L1-
faktorisierbaren Operatoren w : LY.(G) — L*(G) genau die Faltungsoperatoren zu einem
¢ € L*(G). Dies verwenden wir fiir folgende Abschitzung:
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2.5.8 Korollar Seien E C ' und 2 < p < oco. Weiter habe L%, (G) die invariante Gordon-
Lewis-Eigenschaft. Dann existiert ein C := C(E), so dass fiir jedes u € £ (LL(G), L*(Q@))
und fiir jedes f € LP"(G) gilt

(> laly )< Ollullazl £y

YEE

Beweis Sei f € LP (G). Wegen 1.4.18 ist der Operator vy : L(G) — Cg(G);g — g = f
wohldefiniert mit [|uz| < ||f||p=. Setze w := uiy gvy € Hﬁ””(Lp( ), L*(G)). Da LL(G) die
invariante Gordon-Lewis Eigenschaft besitzt, ist w € T4"(LE(G), L*(G)), und es existiert
eine Konstante C7 > 0, so dass

mn(w) < Cmi(w) < Ciflulmi (i) lugll < Crm (i) [ull [ £+

Anwendung von 2.5.7 auf w liefert ein ¢ € L*(G), so dass w = u,. Die Ungleichung aus
2.5.7 ergibt

O lameHY? = O lay Yire (v 212 — (3 a2 = (3 e

yeE yeEE yEE yeEE
< Coyyi(w) < C1Comi(in,E)

mit C := C(E) = 010271'1(2'171;). |

Mit Hilfe diese Resultates konnen wir die Frage beantworten, wann eine A(2)-Menge sogar
eine A(p)-Menge ist.

2.5.9 Korollar Seien E C T' eine A(2)-Menge und 2 < p < oo. Dann sind &dquivalent:

(i) E ist eine A(p)-Menge.
(ii) L%(G) ist isomorph zu einem Hilbertraum H.
(i) LY,(G) besitzt die Gordon-Lewis-Eigenschaft.
(iv) LY(G) besitzt die invariante Gordon-Lewis-Eigenschaft.
Beweis (i) = (ii) Aus 2.2.2(ii) folgt, dass L% (G) isomorph zum Hilbertraum L% (G) ist.
(73) = (479) und (4i7) = (4v) sind klar.

(iv) = (i) Wenn E eine A(2)-Menge ist, gibt es einen Isomorphismus u : LL(G) — L%4(G)
mit ||u|| < 1. Wegen 2.5.8 existiert eine Konstante C' > 0, so dass fiir jedes f € LP" (G) gilt

(Z ‘f 1/2 Z |u 1/2

yeE veE
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Insbesondere ist v : L (G) — L%4(G); f > ocE f(7)y wohldefiniert. Offensichtlich ist v
linear und wegen der Ungleichung stetig. Fiir 79 € I' und f € T'rig gilt

(W0, ) = (30, D F()7) =

{0 , falls vo € E“.
yeE

(70, 2rer FO)y) = (0, f) , falls o € E.

L2%(G) bettet also kanonisch nach LP(G) ein. Daher ist L% (G) isomorph zu L,(G). [ |



LITERATUR 57

Literatur

1]

R L

—_ = — — = —
(=2
s =

9]
[10]

[11]

[12]
[13]

[14]

[15]

[16]

[17]
[18]
[19]

[20]

J. Bourgain and V. Milman. Dichotomie du cotype pour les espaces invariants.
C.R.Acad. Sc. Paris, 300:263-266, 1985.

J. Diestel, H. Jarchow, and A. Tonge. Absolutely summing operators. Cambridge, 1995.
J. Diestel and J.J. Uhl. Vector measures. AMS, 1977.

G.B. Folland. A course in abstract harmonic analysis. CRC Press, 1995.

E. Hewitt and K. A. Ross. Abstract harmonic analysis, volume 1. Springer, 1970.

E. Hewitt and K. A. Ross. Abstract harmonic analysis, volume 2. Springer, 1970.

N. J. Kalton and A. Petczyniski. Kernels of surjections from £;-spaces with an applica-
tion to Sidon sets. Math. Ann., 309:135-158, 1997.

S. Kwapienn and A. Petczyniski. Absolutly summing operators and translation invariant
spaces of functions on compact abelian groups. Math. Nachr., 94:303-340, 1980.

J. M. Lopez and K. A. Ross. Sidon sets. Marcel Decker Verlag, 1975.

D. Lutz. Topologische Gruppen. Bibliographisches Institut, Mannheim, Wien, Ziirich,
1976.

B. Maurey. Théorémes de factorisation pour les opérateurs linéaires & valeur dans les
espaces Ly, volume 11. Asterisque, 1974.

A. Pietsch. Operator ideals. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaft, 1978.

G. Pisier. Un nouveau théoréme de factorisation. C. R. Acad. Sci. Paris, 285:715-718,
1977.

G. Pisier. Some results on Banach spaces without local unconditional structure. Com-
positio Math., 37:3—19, 1978.

S. Reisner. On Banach spaces having the property G.L. Pacific Journ. of Math.,
83:505-521, 1979.

Mangatiana A. Rodera and Paulette Saab. Convolution operators associated with vector
measures. Glasgow Math. J., 40:367-384, 1998.

W. Rudin. Fourier Analysis on Groups. Intersience Publishers, 1962.
W. Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill, 1991.

N. T. Varopoulus. Sousespaces de C(G) invariants par translations et de type £1. Sé-
minaire Maurey-Schwartz. Ecole Polytechnique, Palaiseau, 1975/76.

P. Wojtaszczyk. Banach Spaces for Analysts. Cambridge University Press, 1991.



